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大规模图中低复杂度分布式算法浅析

摘要
近年来大规模图分析问题在网络大

数据领域发挥着重要作用．经典的图分
析问题包括求图的直径、半径、围长、聚
类系数、紧密中心度和介数中心度等．集
中式算法求解这些图计算问题一般都需
要问题规模的平方甚至立方以上复杂
度，显然不适用于大规模图．本文旨在从
分布式算法角度介绍对这些基本图计算
问题具有最坏性能保证的低复杂度（线
性时间）算法．此外，本文还将介绍如何
通过通信复杂性理论证明分布式图计算
问题的下界．
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０　 大规模图分析基本问题介绍

　 　 大规模图分析在社交网络、交通网络、生物网络等复杂网络中均

有重 大 的 应 用［１］ ． 典 型 的 大 规 模 图 分 析［１⁃３］ 包 括 求 图 的 直 径

（Ｄｉａｍｅｔｅｒ）、半径（Ｒａｄｉｕｓ）、围长（Ｇｉｒｔｈ）、中心度（Ｃｅｎｔｒａｌｉｔｉｅｓ）以及聚

类系数（Ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ）等．
给定 ｎ个顶点和ｍ条边的无权无向图 Ｇ（Ｖ，Ｅ），图中 ２节点 ｕ和 ｖ

的距离 ｄ（ｕ，ｖ） 表示 ｕ 和 ｖ 之间最短路径长度； 图的直径 Ｄ ∶ ＝
ｍａｘｕ，ｖ∈Ｖｄ（ｕ，ｖ） 表示图中任意 ２ 点间距离的最大值；图的半径 Ｒ ∶ ＝
ｍｉｎｕ∈Ｖｍａｘｖ∈Ｖｄ（ｕ，ｖ） 表示图中某点到其他所有点最大距离的最小

值，该点一般也称为图的中心点（Ｃｅｎｔｅｒ）；图的围长描绘了图中最短

环路的长度；图的中心度用来描述图中每个点的重要性，主要有紧密

中心度（Ｃｌｏｓｅｎｅｓｓ Ｃｅｎｔｒａｌｉｔｙ）和介数中心度（Ｂｅｔｗｅｅｎｎｅｓｓ Ｃｅｎｔｒａｌｉｔｙ） ．
图中节点 ｖ 的紧密中心度 ＣＣ（ｖ） 定义为点 ｖ 到其他所有点的平均距

离，即 ＣＣ（ｖ） ＝ (∑
ｕ∈Ｖ

ｄ（ｖ，ｕ） ) ／ （ｎ － １） ．ＣＣ（ｖ） 越小，则表明点 ｖ 能较

快达到图中其他节点．图中节点 ｖ 的介数中心度 ＢＣ（ｖ） 定义为点 ｖ 居

任意 ２点之间最短路径次数占所有最短路径之比例，可以用来判断图

中是否有个重要节点作为整个图的桥梁．节点 ｖ 介数的具体定义为

ＢＣ（ｖ） ＝∑ ｓ≠ｖ≠ｔ
σｓｔ（ｖ） ／ σｓｔ，其中点 ｓ和 ｔ都是图中异于 ｖ的点，σｓｔ 是 ｓ、

ｔ 之间最短路径的个数，σｓｔ（ｖ） 是 ｓ、ｔ之间经过 ｖ的最短路径的个数．通
过每次删除图中最大的 ＢＣ（ｖ）节点可以用来进行大图划分（如ＧＮ算

法［４］），从而找到相互之间连接紧密的各个社团．基于随机游走的介数

中心度是一种更一般的介数中心度，它考虑节点对之间的所有路径

而不仅是最短路径．它的具体定义为 ＲＷＢＣ（ｖ） ＝∑ ｓ≠ｖ≠ｔ
ｇｓｔ（ｖ） ／ ｇｓｔ，其

中 ｇｓｔ 表示 ｓ、ｔ之间随机游走的个数，ｇｓｔ（ｖ）表示 ｓ、ｔ之间随机游走经过

ｖ 的个数．图中节点 ｖ的聚类系数 Ｃ（ｖ）（Ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ）衡量的

是与一个节点有边相连的 ２个节点之间有边相连的可能性，其具体定

义为Ｃ（ｖ） ＝ ２ｔ ／ （ｋ（ｋ － １）），其中 ｋ表示节点 ｖ有 ｋ个相邻节点，这 ｋ个
节点之间最多可能存在的边数为 ｋ（ｋ － １） ／ ２（这种情况发生在这 ｋ 个

节点都相互连接时），ｔ 则表示这些节点间实际存在的边数也即和点 ｖ
相连的三角形的数量．较高的聚类系数说明了“物以类聚” 的特性．整
个网络的聚类系数等于所有节点聚类系数的平均值． 　 　 　 　



１　 相关集中式算法介绍

１ １　 集中式算法求解图的直径和半径

为了求解图的直径和半径，最简单的方法是先

计算图中所有点对之间最短路径（Ａｌｌ Ｐａｉｒｓ Ｓｈｏｒｔｅｓｔ
Ｐａｔｈｓ，ＡＰＳＰ），然后根据图的直径和半径定义，可以

很容易求解这 ２ 个基本图计算问题．针对无权图的

ＡＰＳＰ，只 需 要 在 ｎ 个 点 上 进 行 宽 度 优 先 搜 索

（ Ｂｒｅａｄｔｈ Ｆｉｒｓｔ Ｓｅａｒｃｈ， ＢＦＳ ）， 其 时 间 复 杂 度 为

Ｏ（ｍｎ） ．通过利用快速矩阵相乘［５］，文献［６］ 对无向

图提出了一个时间复杂度为Ｏ（ｎω ｌｏｇ ｎ）时间的集中

式精确算法．这里 ω 为当前快速矩阵相乘算法所需

时间的指数因子．根据文献［５］，当前快速矩阵相乘

最小的指数因子 ω ＜ ２ ３７２ ８６４．

１ ２　 集中式算法求解图的围长

集中式算法求解图的围长可以通过对图中每个

点分别运行一次 ＢＦＳ 算法实现，其时间复杂度为

Ｏ（ｍｎ），因此最坏时间为Ｏ（ｎ３） ．基于此，文献［７］提
出了一个平均时间为 Ｏ（ｎ２） 时间的方法．如何对图

的围长提出一个最坏时间为 Ｏ（ｎ３－ε） （ε为 ０ 到 １的
常数） 的集中式算法仍然为开放性问题［８］ ．如果不是

求最小环路长度（围长），而是在无权图中找到给定

长度环路，则可以找到较快的集中式精确算法． 譬
如，如果环路长度为偶数，针对无向图，通过在所有

点上各运行一次宽度优先搜索算法，文献［９］ 给出

了一个 Ｏ（ｎ２） 时间的偶数长度环路精确求解算法．
如果给定环路长度为 ｋ，当 ｋ 为偶数时，文献［１０］ 给

出了一个 Ｏ（ｍ２－２ ／ ｋ） 时间的 ｋ 环路求解算法；当 ｋ 为

奇数时，该文也给出了一个Ｏ（ｍ２－２ ／ （ｋ＋１））时间的 ｋ环
路求解算法．

１ ３　 集中式算法求解图的紧密中心度和介数中心度

对精确求解所有节点紧密中心度，只需要对每

个节点执行单源最短路径算法 ＳＳＳＰ （Ｓｉｎｇｌｅ Ｓｏｕｒｃｅ
Ｓｈｏｒｔｅｓｔ Ｐａｔｈｓ）．因此对无权图其时间复杂度为

Ｏ（ｍｎ） （对 ｎ 个点分别运行一次 ＢＦＳ算法）．
对于精确求解所有节点介数中心度，一般做法

是第 １步对每个节点对（共 ｎ２ 个节点对） 求最短路

径的长度和个数，其时间复杂度为 Ｏ（ｍｎ）；第 ２步是

对每个节点 ｖ求ＢＣ（ｖ） ．因为每个ＢＣ（ｖ）的求解都需

要 Ｏ（ｎ２） 个求和操作，因此该方法的时间复杂度为

Ｏ（ｎ３） ．Ｂｒａｎｄｅｓ［１１］ 提出了一个快速计算介数中心度

的算法，其时间复杂度为 Ｏ（ｍｎ） ． 对于稠密图，该时

间复杂度和一般方法相同．

１ ４　 集中式算法求解图的聚类系数

根据聚类系数定义， 对每个点 ｖ 求解其聚类系

数 Ｃ（ｖ） 最重要的是求解和 ｖ 相邻的三角形的个数．
对于三角形检测或者计数，一个最简单的算法就是

对每个节点所有邻居节点的每 ２ 个节点查看是否存

在一条边， 如果存在一条边则有一个三角形． 令
ｄｅｇ（ｖ） 表示节点 ｖ 的邻居个数，则该算法的时间复杂

度为∑ ｖ∈Ｖ
ｄｅｇ（ｖ）２≤２ｍｎ ＝ Ｏ（ｍｎ） ．该算法对稀疏图

譬如 ｍ ＝ Ｏ（ｎ） 时的时间复杂度为 Ｏ（ｎ２），但是对于

稠密图譬如ｍ ＝ Ｏ（ｎ２），则时间复杂度Ｏ（ｎ３） ．为了降

低稠密图的算法复杂度，可以采用快速矩阵相乘法．令
Ａ为图的邻接矩阵且Ａ［ｉ，ｊ］ ＝ １如果节点 ｉ和节点 ｊ间

有边相连，否则 Ａ［ｉ，ｊ］ ＝ ０．注意到 Ａ２［ｉ，ｊ］ ＝ ∑ ｋ
（ ｉ，

ｋ）·（ｋ，ｊ） ＞ ０当且仅当存在一个点 ｋ使得图中存在

２条边（ ｉ，ｋ） 和（ｋ，ｊ），那么如果图中再存在边（ ｉ，ｊ）
则说明（ ｉ，ｊ，ｋ） 构成一个三角形．所以该算法首先进

行矩阵相乘计算 Ａ２，然后再用 Ｏ（ｎ２） 时间查看对每

个大于０的Ａ２［ ｉ，ｊ］是否Ａ［ ｉ，ｊ］也大于０，如果这２个
值均大于 ０， 则邻结于节点 ｉ 的三角形数量为

（∑ ｊ
Ａ２（ ｉ，ｊ）） ／ ２（这里的分母 ２ 是因为这些计数的

三角形里面每个三角形被计入了 ２ 次） ．目前最快矩

阵相乘计算的时间复杂度为 Ｏ（ｎ２ ３７２ ８６４） ［５］，所以整

个算法的时间复杂度为 Ｏ（ｎ２ ３７２ ８６４） ．
对于稀疏图，通过采用组合算法，还可以得到更

快的时间复杂度为 Ｏ（ｍ１ ４１） 的集中式算法［１０］ ．该算

法首先把图中节点按照节点度数分为“ ｌｏｗ⁃ｄｅｇｒｅｅ”
节点（节点度数＜ ｔ）和“ｈｉｇｈ⁃ｄｅｇｒｅｅ”节点（节点度数

≥ｔ）．对于 ｌｏｗ⁃ｄｅｇｒｅｅ 节点，我们运行前面描述的对

每个节点所有邻居节点的每 ２ 个节点进行检查的方

法，其时间复杂度为 Ｏ（ｍｔ），然后再对图中剩下的至

多 Ｏ（２ｍ ／ ｔ）的 ｈｉｇｈ⁃ｄｅｇｒｅｅ节点采用前面所述的快速

矩阵相乘算法，其时间复杂度为 Ｏ（（２ｍ ／ ｔ） ２ ３７２ ８６４） ．
所以算法总的时间复杂度为 Ｏ（（２ｍ ／ ｔ） ２ ３７２ ８６４ ＋ｍｔ） ．
当 ｔ ＝ ｍ０ ４０７时，该组合算法的时间复杂度最小，为
Ｏ（ｍ１ ４０７） ．

２　 分布式算法模型

２ １　 为什么采用分布式算法求解图分析问题

从以上分析可以看出，集中式算法求解这些基

本的图分析问题都需要平方甚至立方的时间复杂

度，即使采用近似算法，其时间复杂度也一般都为

Ｏ（ｎ２）或者 Ｏ（ｎ２－ε）时间（依近似比而定）．这对频繁

４３５
华强胜，等．大规模图中低复杂度分布式算法浅析．

ＨＵＡ Ｑｉａｎｇｓｈｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｌｏｗ⁃ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｏｎ ｌａｒｇｅ⁃ｓｃａｌｅ ｇｒａｐｈｓ：Ａ ｂｒｉｅｆ ｒｅｖｉｅｗ．



变化的大规模图显然不可接受．另外一方面，虽然机

器内存越来越大，从而很多大规模图都能够单机内

存计算，但是由于分布式算法中各个处理机可以同

时运行算法，可以大大降低算法的时间复杂度．

２ ２　 分布式算法模型

分布式系统是一个有 ｎ 个顶点和 ｍ 条边的无向

图．每个顶点表示一个计算实体（节点或进程），每条

边对应一个双向通信信道（链路）．每个节点是一个

状态机，根据其当前状态和收到的消息改变自身状

态，并传递消息至邻居节点．分布式算法就是对系统

中所有节点对应状态进行部署，所有节点协同改变

状态，最终达到预期配置．每个节点都有唯一的标识

符，并且知道其邻居节点的标识符．这些信息被编码

在每个节点初始状态中．每个节点以同步的方式执

行算法流程．系统的全局执行过程按照 ｔ ＝ ０，１，２，…
的时间节拍即轮数进行．在每一轮，所有节点向邻居

节点发送消息（同时从邻居节点接收消息），并执行

本地计算．每轮中计算和消息传递过程需要在本轮

内完成．所有消息的大小都有限制．每轮中每条链路

上至多能传递 Ｏ（ｌｏｇ ｎ）比特位．系统是可靠的，没有

节点宕机，在所有消息传递过程中，没有消息丢失或

损坏．
由于该系统模型特别限定了每条链路上能够传

递最大消息的大小，该模型被称为拥塞模型（ＣＯＮ⁃
ＧＥＳＴ ｍｏｄｅｌ） ［１２］ ．因为通信延迟为制约分布式计算

的主要因素，所以分布式算法代价主要取决于通信

开销而忽略各个节点的局部计算时间．分布式算法

衡量 目 标 为 完 成 整 个 计 算 任 务 需 要 的 轮 数

（ｒｏｕｎｄｓ），也称为分布式算法的时间复杂度．
因为大图分布式算法运行时间由消息传递时间

主导（忽略各个节点局部计算时间），所以为了尽可

能降低算法的时间复杂度，需要尽可能让更多节点

发出的消息并行传输．但是由于网络带宽的限制，如
果多条消息经过同一条链路（边），则消息会进行拥

塞．因此如何协调每个时刻最大化各个节点并行化

操作以及降低链路拥塞是设计低复杂度分布式算法

的最大挑战．

３　 分布式算法求解图分析问题

３ １　 分布式 ＢＦＳ 算法

从定义可以看出，求解图的直径、半径、围长以

及紧密中心度问题都和求解图的 ＡＰＳＰ 问题密切相

关．在无权无向图中求解 ＳＳＳＰ 可以通过构造 ＢＦＳ 树

实现，因此求解 ＡＰＳＰ 可以通过对所有节点均运行

一次 ＢＦＳ算法完成．在拥塞模型下，文献［２⁃３，１３］均
提出了时间复杂度 Ｏ（ｎ）的分布式 ＡＰＳＰ 求解算法．
其中文献［２⁃３］的基本思想是运行 ｎ 次 ＢＦＳ算法，而
文献［１３］则提出了更一般的算法．单个分布式 ＢＦＳ
算法如图 １所示．

算法 １　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ＢＦＳ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
１：Ｉｎｉｔｉａｌｌｙ ｔｈｅ ｒｏｏｔ ｒ０ ｓｅｔｓ Ｌ（ｒ０） ∶＝０，ａｎｄ ａｌｌ ｏｔｈｅｒ ｎｏｄｅｓ ｖ ｓｅｔ Ｌ（ｖ） ∶＝∞
２：Ｔｈｅ ｒｏｏｔ ｒ０ ｓｅｎｄｓ ｏｕｔ ｔｈｅ ｍｅｓｓａｇｅ Ｌａｙｅｒ（０） ｔｏ ａｌｌ ｉｔｓ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ
３：ｗｈｉｌｅ Ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｎｏｄｅ ｖ ｗｈｉｃｈ ｒｅｃｅｉｖｅｓ ａ ｍｅｓｓａｇｅ Ｌａｙｅｒ（ｄ） ｆｒｏｍ ａ
ｎｅｉｇｈｂｏｒ ｗ ｄｏ

４：　 　 ｉｆ ｄ＋１＜Ｌ（ｖ） ｔｈｅｎ
５：　 　 　 ｐａｒｅｎｔ（ｖ）＝ ｗ；
６：　 　 　 Ｌ（ｖ）＝ ｄ＋１；
７：　 　 　 Ｓｅｎｄ Ｌａｙｅｒ（ｄ＋１） ｔｏ ａｌｌ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ ｅｘｃｅｐｔ ｗ
８：　 　 ｅｎｄ ｉｆ
９：ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ

图 １　 分布式 ＢＦＳ算法
Ｆｉｇ １　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ＢＦＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

分布式 ＢＦＳ算法的描述如下：
１）对于给出的根节点 ｒ０，令到其距离 Ｌ（ ｒ０） ∶ ＝

０，令其他所有节点 ｖ 到 ｒ０ 的距离为无穷大．（算法 １
第 １行）

２） 根节点 ｒ０ 发送消息 Ｌａｙｅｒ（０）给其所有的邻

居节点．（算法 １第 ２行）
３）当节点 ｖ 接收到来自其邻居 ｗ 的消息 Ｌａｙｅｒ

（ｄ）后，判断 ｄ ＋ １ 是否小于 Ｌ （ ｖ） ．如果 ｄ ＋ １ 小于

Ｌ（ｖ），则将 ｗ 设为其父亲节点，将 Ｌ（ ｖ）设置为 ｄ＋１，
并且发送消息 Ｌａｙｅｒ（ｄ＋１）给其所有的除 ｗ 以外的

邻居．（算法 １第 ３—９行）

图 ２　 一个图例

Ｆｉｇ ２　 Ａｎ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ＢＦＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

以图 ２为例说明算法 １的执行过程．首先选取节

点 Ａ 作为图中的根节点，并令 Ｌ（Ａ） ∶ ＝ ０，令 Ｌ（Ｂ）、
Ｌ（Ｃ）、Ｌ（Ｄ）、Ｌ（Ｅ）、Ｌ（Ｆ） 均为 ∞ ．接着根节点 Ａ 向

他的邻居 Ｂ、Ｃ 发送消息 Ｌａｙｅｒ（０） ．Ｂ、Ｃ 接收到消息

Ｌａｙｅｒ（０） 后与自己保存的 Ｌ（Ｂ） 与 Ｌ（Ｃ） 比较，由于

Ｌ（Ｂ） 与 Ｌ（Ｃ）均为∞，大于 １ ＋ ０ ＝ １，因此 Ｂ更新自

５３５
学报（自然科学版），２０１７，９（５）：５３３⁃５４３

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１７，９（５）：５３３⁃５４３



己的父亲节点为 Ａ，Ｌ（Ｂ） 为 １，Ｃ 也更新自己的父亲

节点为 Ａ，Ｌ（Ｃ） 为 １． 之后，Ｂ 与 Ｃ 同时分别发送

Ｌａｙｅｒ（１）到自己的邻居节点．Ｄ点与Ｅ点会接收到来

自 Ｂ 点的 Ｌａｙｅｒ（１），由于 Ｌ（Ｄ） 与 Ｌ（Ｅ） 均为 ∞，大
于 １ ＋ １ ＝ ２，因此Ｄ点与Ｅ点同时将自己的父亲节点

设为 Ｂ，且更新 Ｌ（Ｄ） ＝ ２，Ｌ（Ｅ） ＝ ２．Ｆ 点会接收到来

自 Ｃ点的 Ｌａｙｅｒ（１），由于 Ｌ（Ｆ）为∞，大于 １ ＋ １ ＝ ２，
因此 Ｆ 点将自己的父亲节点设为 Ｃ，且更新 Ｌ（Ｆ） ＝
２．虽然Ｅ、Ｆ之后均会发送消息 Ｌａｙｅｒ（２）给自己的邻

居，但由于每个接收到消息的节点 ｖ 的 Ｌ（ｖ） 均小于

２ ＋１ ＝ ３，因此图中没有节点更新列表，也不会再有

节点发送消息，至此算法结束，并且算法 １已构建出

一棵以 Ａ 点为根节点的 ＢＦＳ 树，且每个点都计算出

其到根节点 Ａ 的距离．

３ ２　 分布式 ＡＰＳＰ 算法

分析算法 １ 可知，算法 １ 的时间复杂度为 ＢＦＳ
树的深度．由于图中构造的 ＢＦＳ 树的深度不大于图

的直径，因此分布式 ＢＦＳ算法的时间复杂度为Ｏ（Ｄ）
（Ｄ 为图的直径）．为了求解 ＡＰＳＰ，可以通过顺序运

行 ｎ 次 ＢＦＳ算法实现，其时间复杂度为 Ｏ（ｎＤ）．文献

［２⁃３］发现了一种可以加快在分布式环境下运行 ｎ
次 ＢＦＳ算法的方法．其基本思想不是顺序执行 ｎ 个

ＢＦＳ算法，取而代之的是通过合适调度算法来并行

执行各个节点上分布式 ＢＦＳ 算法．本文主要介绍文

献［２］的算法，算法过程如图 ３所示．

算法 ２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ＢＦＳ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂｙ Ｐａｒａｌｌｅｌ ＢＦＳ

１：Ｃｈｏｏｓｅ ａ ｎｏｄｅ ａｓ ａ ｒｏｏｔ，ａｎｄ ｂｕｉｌｄ ａ ＢＦＳ ｔｒｅｅ Ｔ ｒｏｏｔ ｏｎ ｉｔ
２：Ｓｅｎｄ ａ ｐｅｂｂｌｅ Ｐ ｆｒｏｍ ｒｏｏｔ，ａｎｄ ｐｅｂｂｌｅ ｔｒａｖｅｒｓｅｓ Ｔ ｂｙ ＤＦＳ
３：ｗｈｉｌｅ Ｐ ｔｒａｖｅｒｓｅｓ Ｔ ｄｏ
４：　 　 ｉｆ Ｐ ｖｉｓｉｔｓ ａ ｎｏｄｅ ｖ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｉｍｅ ｔｈｅｎ
５：　 　 　 Ｗａｉｔ ｏｎｅ ｔｉｍｅ ｓｌｏｔ．
６：　 　 　 Ｓｔａｒｔ ａ ＢＦＳｖ ｆｒｏｍ ｎｏｄｅ ｖ
７：　 　 ｅｎｄ ｉｆ
８：ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ

图 ３　 分布式 ＡＰＳＰ 算法［２］

Ｆｉｇ ３　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ＡＰＳＰ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ［２］

分布式 ＡＰＳＰ 算法［２］（算法 ２）的描述如下：
１） 在图中随机取一个点作为根节点，以其为根

节点建立 ＢＦＳ树 Ｔ．（算法 ２第 １行）
２）从根节点发出一个信号 Ｐ，Ｐ 对树 Ｔ 做深度

优先搜索（Ｄｅｐｔｈ Ｆｉｒｓｔ Ｓｅａｒｃｈ，ＤＦＳ）．（算法 ２第 ２行）
３）当 Ｐ 到达一个其未经过的节点 ｖ 时停留一

轮，之后以 ｖ 为根节点建立 ＢＦＳ树 ＢＦＳｖ ．直到 Ｐ 经过

图中所有节点时，算法结束．（算法 ２第 ３—８行）

以图 ４为例说明算法 ２的执行过程．首先选取节

点 Ａ 作为根节点构建 ＢＦＳ 树 Ｔ．根据算法 ２，构建的

ＢＦＳ树 Ｔ 如图 ４ 所示．从节点 Ａ 发出信号 Ｐ，Ｐ 对 Ｔ
做深度优先搜索．Ｐ 在第 １ 轮到达节点 Ｂ，由于 Ｐ 第

１次访问节点 Ｂ，Ｐ 将在 Ｂ 点停留 １ 轮，之后节点 Ｂ
以其为根做 ＢＦＳ．Ｐ 继续做深度优先搜索，并且在第

３轮到达节点 Ｄ．同样，由于节点 Ｄ 第 １ 次被访问，Ｐ
将在 Ｄ 点停留 １轮，之后节点 Ｄ 以其为根做 ＢＦＳ．Ｐ
继续做深度优先搜索，并且在第 ５ 轮到达点 Ｂ，由于

Ｂ 已经被访问过了，Ｐ 不会再在 Ｂ 停留，而是继续做

深度优先搜索，并且在第 ６ 轮到达点 Ｅ，由于 Ｅ 点被

Ｐ 第 １次访问，Ｐ 在 Ｅ 点停留 １ 轮，之后 Ｅ 以其为根

节点做 ＢＦＳ．直到 Ｐ 访问到点 Ｆ，且点 Ｆ 做完 ＢＦＳ
后，由于图中每个点均已被 Ｐ 访问，且每个点均做完

了 ＢＦＳ，算法 ２结束．

图 ４　 以 Ａ 为根节点构建的 ＢＦＳ树
Ｆｉｇ ４　 Ａ ＢＦＳ ｔｒｅｅ ｒｏｏｔｅｄ ｏｎ Ａ

分析算法 ２可知，由于 Ｐ 通过深度优先搜索访

问树 Ｔ 的时间复杂度为 Ｏ（ｎ），ＢＦＳ的时间复杂度为

Ｏ（Ｄ），因此最后一个点执行完 ＢＦＳ 的时间为 Ｏ（ｎ＋
Ｄ）＝ Ｏ（ｎ）．下面我们证明算法 ２的正确性，即证明该

算法为什么能满足 ＣＯＮＧＥＳＴ模型的限制条件：每一

轮中每条边上不会发生消息冲突．更确切的，我们只

需要证明图中任意一个点 ｗ，它不可能同时接收任

意 ２点 ｕ 和 ｖ 为根的 ＢＦＳ 树 ＢＦＳｖ 和 ＢＦＳｕ 的消息．
其原因为，如果一个点接收到了多个 ＢＦＳ 树访问的

消息，根据算法 ２ 的步骤，下一轮它将发送数目为其

接收到 ＢＦＳ 树访问消息的消息给其邻居．如果这些

消息的数目大于 Ｏ（ｌｏｇ ｎ），那么将违背 ＣＯＮＧＥＳＴ模

型的限制，造成拥塞．下面给出具体证明：
假设在算法中，Ｐ 先在时间 ｔｖ 访问 ｖ，之后在时

间 ｔｕ 访问 ｕ，则 ｔｖ ＜ｔｕ ．令 ｖ 与 ｗ 之间的距离为 ｄ（ ｖ，
ｗ），ｕ 与 ｗ 之间的距离为 ｄ（ｕ，ｗ），ｕ 与 ｖ 之间的距

离为 ｄ（ｕ，ｖ），ＢＦＳｖ 中消息到达 ｗ 的时间为 ｔｖ（ｗ），
ＢＦＳｕ 中消息到达 ｗ 的时间为 ｔｕ（ｗ） ．根据算法 ２，可
知 ｔｖ（ｗ）＝ ｔｖ＋ｄ（ ｖ，ｗ），ｔｕ（ｗ）＝ ｔｕ＋ｄ（ｕ，ｗ） ．又 Ｐ 是以

６３５
华强胜，等．大规模图中低复杂度分布式算法浅析．

ＨＵＡ Ｑｉａｎｇｓｈｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｌｏｗ⁃ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｏｎ ｌａｒｇｅ⁃ｓｃａｌｅ ｇｒａｐｈｓ：Ａ ｂｒｉｅｆ ｒｅｖｉｅｗ．



深度优先搜索的顺序遍历 Ｔ，则 ｔｕ≥ｔｖ＋ｄ（ｕ，ｖ）＋１＞ｔｖ＋
ｄ（ｕ，ｖ）（在步骤 ３）中，Ｐ 到达未经过的节点时要停留

１轮时间） ．结合上面的不等式，我们得到 ｔｕ（ｗ）＝ ｔｕ ＋
ｄ（ｕ，ｗ）＞ｔｖ＋ｄ（ｕ，ｖ） ＋ｄ（ｕ，ｗ）≥ｔｖ ＋ｄ（ ｖ，ｗ） （第 １ 个

大于基于 ｔｕ＞ｔｖ ＋ｄ（ｕ，ｖ），第 ２ 个大于等于基于三角

不等式，参见图 ５），即在 ＢＦＳｕ 中消息到达 ｗ 的时间

恒大于在 ＢＦＳｖ 中消息到达 ｗ 的时间．也就是说，２棵
不同的 ＢＦＳ树到达同一个点的时间不同，因此每条

边上不会出现消息冲突，该算法满足 ＣＯＮＧＥＳＴ
模型．

图 ５　 证明中的三角不等式

Ｆｉｇ ５　 Ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｉｎ ｐｒｏｏｆ

文献［３］的主要思想与文献［２］类似，先对图做

一次 ＤＦＳ，每个节点记录自己被 ＤＦＳ访问的时间，每
个点开始 ＢＦＳ 的时间即为它们第 １ 次被 ＤＦＳ 访问

到的 ２倍．该算法的时间复杂度为 Ｏ（２ｎ＋Ｄ）＝ Ｏ（ｎ） ．
基于文献 ［ ２］的思想，我们提出了一种更快计算

ＡＰＳＰ 的算法，其时间复杂度为 Ｏ（ｎ ／ ｌｏｇ ｎ＋Ｄ） ［１４］ ．该
时间复杂度也匹配了无权无向图上分布式计算

ＡＰＳＰ 问题的下界［１５］，所以为最优算法．
文献［１３］提出了一种更普遍的算法，该算法主

要解决源检测问题（Ｓｏｕｒｃｅ Ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ Ｐｒｏｂｌｅｍ）：给出

一个特定节点集合，要求求出图中所有其他节点到

该集合中每个节点的距离．该算法不仅能够计算 ＡＰ⁃
ＳＰ，还能够计算多源点最短路径问题（Ｍｕｌｔｉ⁃Ｓｏｕｒｃｅ
Ｓｈｏｒｔｅｓｔ Ｐａｔｈｓ，ＭＳＳＰ）．文献［１３］的算法如图 ６所示．

分布式 ＡＰＳＰ 算法［１３］（算法 ３）的描述如下：
１）每个节点 ｖ 初始化一个空列表 Ｌｖ，对于列表

中的每个元素 （每个元素是一个键值对（ｄｓ，ｓ），其
中 ｓ 表示源点，ｄｓ 表示到 ｓ 的距离），设置一个变量

ｓｅｎｔｖ ．（算法 ３第 １—２行）
２） 对于在源集合 Ｓ 中的点 ｖ，初始化 Ｌｖ 为（（０，

ｖ）），其中 （０，ｖ） 表示距离 ｖ 的距离为 ０， 并且将

ｓｅｎｔｖ（０，ｖ） 设置为 ＦＡＬＳＥ，表示没有发送过键值对

（０，ｖ） ．（算法 ３第 ３—６行）
３） 对于每个节点，如果在其保存的 Ｌｖ 中存在一

算法 ３　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ＡＰＳＰ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂｙ Ｓｏｕｒｃｅ Ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ
Ｉｎｐｕｔ：Ｓｏｕｒｃｅ ｓｅｔ Ｓ
Ｏｕｔｐｕｔ：Ｅｖｅｒｙ ｎｏｄｅ ｉｎ Ｓ ｋｎｏｗｓ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｎｏｄｅｓ
１：Ｌｖ ∶＝ （）
２：ｓｅｎｔｖ：Ｌｖ→｛ＴＲＵＥ，ＦＡＬＳＥ｝
３：ｉｆ ｖ∈Ｓ ｔｈｅｎ
４：　 　 Ｌｖ ∶＝ （（０，ｖ））
５：　 　 ｓｅｎｔｖ（０，ｖ） ∶＝ＦＡＬＳＥ
６：ｅｎｄ ｉｆ
７：ｗｈｉｌｅ ＴＲＵＥ ｄｏ
８：　 　 ｉｆ∃（ｄｓ，ｓ）∈ｓｅｎｔ（ｄｓ，ｓ）＝ ＦＡＬＳＥ ｔｈｅｎ
９：　 　 　 （ｄｓ，ｓ） ∶＝ ａｒｇｍｉｎ｛（ｄｓ′，ｓ′）∈Ｌｖ ｜ ｓｅｎｔｖ（ｄｓ′，ｓ′）＝ ＦＡＬＳＥ｝
１０：　 　 　 ｓｅｎｄ （ｄｓ，ｓ） ｔｏ ａｌｌ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ
１１：　 　 　 ｓｅｎｄｖ（ｄｓ，ｓ） ∶＝ＴＲＵＥ
１２：　 　 ｅｎｄ ｉｆ
１３：　 　 ｆｏｒ ｒｅｃｅｉｖｅｄ （ｄｓ，ｓ） ｆｒｏｍ ｓｏｍｅ ｎｅｉｇｈｂｏｒ ｄｏ
１４：　 　 　 ｉｆ∃／ （ｄｓ′，ｓ）：ｄｓ′≤ｄｓ＋１ ｔｈｅｎ
１５：　 　 　 　 　 Ｌｖ ∶＝Ｌｖ ＼｛（·，ｓ）｝
１６：　 　 　 　 　 Ｌｖ ∶＝Ｌｖ∪｛（ｄｓ＋１，ｓ）｝
１７：　 　 　 　 　 ｓｅｎｔｖ（ｄｓ＋１，ｓ） ∶＝ＦＡＬＳＥ
１８：　 　 　 ｅｎｄ ｉｆ
１９：　 　 ｅｎｄ ｆｏｒ
２０：ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ

图 ６　 分布式 ＡＰＳＰ 算法［１３］

Ｆｉｇ ６　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ＡＰＳＰ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ［１３］

个没有被发送过的键值对 （ｄｓ，ｓ），则令（ｄｓ，ｓ） 为其

保存的 Ｌｖ 中最小的没被发送过的键值对．之后将该

键值对发送给其所有邻居节点， 并且设置参数

ｓｅｎｔｖ（ｄｓ，ｓ） 为 ＴＲＵＥ，表示该键值对已被发送．（算法

３第 ７—１２行）
４） 如果一个点从其邻居节点收到消息（ｄｓ，ｓ），

则判断保存列表中是否有一个键值对（ｄｓ′，ｓ） 满足

ｄｓ′≤ｄｓ ＋ １．如果不存在这样的（ｄｓ′，ｓ），则将列表中

所有以 ｓ 点为源点的键值对（·，ｓ） 删除，之后将键值

对（ｄｓ ＋ １，ｓ） 放入列表中，并且设置参数 ｓｅｎｔｖ（ｄｓ ＋
１，ｓ） 为 ＦＡＬＳＥ．（算法 ３第 １３—２０行）

以图 ２为例说明算法 ３的执行过程．假设给定源

点集 Ｓ ＝ ｛Ａ，Ｄ，Ｆ｝，即利用算法求图中所有节点到点

Ａ、Ｄ、Ｆ 的距离，算法 ３的执行过程如下：Ａ、Ｄ、Ｆ 分别

初始化其列表 ＬＡ ＝ （（０，Ａ））、ＬＤ ＝ （（０，Ｄ））、ＬＦ ＝
（（０，Ｆ）），同时将 ｓｅｎｔＡ（０，Ａ）、ｓｅｎｔＤ（０，Ｄ）、ｓｅｎｔＦ（０，
Ｆ） 均设置为 ＦＡＬＳＥ．由于节点 Ａ、Ｄ、Ｆ 均有 ｓｅｎｔｖ（ｄｓ，
ｓ） ＝ ＦＡＬＳＥ，因此节点 Ａ 将（０，Ａ） 发送给其邻居 Ｂ、
Ｃ，节点Ｄ将（０，Ｄ）发送给其邻居Ｂ，节点Ｆ将（０，Ｆ）
发送给其邻居 Ｃ、Ｅ，并且 Ａ、Ｄ、Ｆ 分别将 ｓｅｎｔＡ（０，Ａ）、
ｓｅｎｔＤ（０，Ｄ）、ｓｅｎｔＦ（０，Ｆ）设置为 ＴＲＵＥ．由于Ｂ接收到

２条消息（０，Ａ） 与（０，Ｄ），且 ＬＢ 中不存在源为 Ａ或 Ｄ
的键值对，因此节点Ｂ将（１，Ａ）与（１，Ｄ）放入 ＬＢ 中，
此时 ＬＢ ＝ （（１，Ａ）， （１，Ｄ）） 且设置 ｓｅｎｔＢ（１，Ａ） 与

７３５
学报（自然科学版），２０１７，９（５）：５３３⁃５４３
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ｓｅｎｔＢ（１，Ｄ）为ＦＡＬＳＥ．同样的，节点Ｃ将（１，Ａ）与（１，
Ｆ） 放入 ＬＣ，此时 ＬＣ ＝ （（１，Ａ），（１，Ｆ）），同时设置

ｓｅｎｔＣ（１，Ａ）与 ｓｅｎｔＣ（１，Ｆ）为ＦＡＬＳＥ，节点Ｅ将（１，Ｆ）
放入 ＬＥ，此时 ＬＥ ＝ （（１，Ｆ））同时设置 ｓｅｎｔＥ（１，Ｆ）为
ＦＡＬＳＥ．由于 Ｂ、Ｃ、Ｅ 中有 ｓｅｎｔｖ（ｄｓ，ｓ） ＝ ＦＡＬＳＥ，因此

节点 Ｂ 从 ＬＢ 中选择最小的且未被发送过的键值对

（１，Ａ）发送给其邻居Ａ、Ｃ、Ｄ，节点Ｃ将（１，Ａ）发送给

其邻居Ａ、Ｂ、Ｆ，节点Ｅ将（１，Ｆ）发送给其邻居Ｂ、Ｆ．Ｂ
虽然接收到来自点 Ｃ、Ｅ 的消息（１，Ａ），但是在 ＬＢ 中

已存在（０，Ａ） 同时 ０ ＜ １ ＋ １，因此 Ｂ 忽略这 ２条消

息，同时 Ｂ 还收到来自 Ｅ 的消息（１，Ｆ），由于 Ｂ 中不

存在关于 Ｆ 的键值对，因此节点 Ｂ 将（２，Ｆ） 放入 ＬＢ

中，且设置 ｓｅｎｔＢ（２，Ｆ）为 ＦＡＬＳＥ．同理，节点Ｄ将（２，
Ａ） 放入到 ＬＤ 中，设置 ｓｅｎｔＤ（２，Ａ） 为 ＦＡＬＳＥ，节点 Ｅ
将（２，Ａ）放入到 ＬＥ 中，设置 ｓｅｎｔＥ（２，Ａ）为 ＦＡＬＳＥ．节
点 Ｆ 将 （２，Ａ） 放入到 ＬＦ 中， 设置 ｓｅｎｔＦ（２，Ａ） 为

ＦＡＬＳＥ．重复同样的操作直到图中没有消息发送．最
终，可以得到 ＬＡ ＝ （（０，Ａ）， （２，Ｄ）， （２，Ｆ）），ＬＢ ＝
（（１，Ａ），（１，Ｄ），（２，Ｆ）），ＬＣ ＝ （（１，Ａ），（１，Ｆ），（２，
Ｄ）），ＬＤ ＝ （（０，Ｄ）， （２，Ａ）， （３，Ｆ）），ＬＥ ＝ （（１，Ｆ），
（２，Ａ），（２，Ｄ）），ＬＦ ＝ （（０，Ｆ），（２，Ａ），（３，Ｄ）） ．由结

果可知，每个点都得出其到源点集中每个点的距离．
文献［１３］ 分析了该算法的时间复杂度，假设给

出的源点集的大小为 ｋ，则该算法的时间复杂度为

Ｏ（ｋ ＋ Ｄ） ．该证明的主要思想是证明在第 Ｏ（ｋ ＋ Ｄ）
轮之后，每个点保存的列表不会发生变化，具体证明

可参见文献［１３］．
运用这些分布式 ＡＰＳＰ 算法，我们可以对图的

一些性质进行进行分析．例如，当求解完 ＡＰＳＰ 之后，
每个节点均很容易求出其紧密中心度．因此，分布式

求出每个点紧密中心度算法的时间复杂度等于求解

ＡＰＳＰ 问题的时间复杂度 Ｏ（ｎ）．
以分布式 ＡＰＳＰ 算法为基础，还可以分布式求

解图的直径、半径、围长和三角形计数等相关图分析

问题．下面分别予以介绍．

３ ３　 分布式求解图的直径和半径

求解图的直径以及半径的算法如图 ７ 所示，该
算法的具体步骤如下：

１） 分布式计算图的 ＡＰＳＰ．（算法 ４第 １行）
２） 每个点 ｖ 计算 ｅｃｃ（ｖ），其中 ｅｃｃ（ｖ） 代表其他

点到 ｖ 点的最大距离．（算法 ４第 ２行）
３） 从图中随机选取点 ｒ，以 ｒ 为根建立 ＢＦＳ 树．

（算法 ４第 ３行）

４） 每个点 ｖ初始化列表 Ｌｖ 为 ｅｃｃ（ｖ） ．（算法 ４第
４行）

５） 对于每个点 ｖ，当 Ｌｖ 不为空集时，任意选择 Ｌｖ

中的元素 ｐ，将 ｐ发送给 ｖ在ＢＦＳ树中的父亲节点，同
时从 Ｌｖ 中删除 ｐ．（算法 ４第 ６—９行）

６） 如果 ｖ 从邻居接收到消息 ｐ，ｖ 将 ｐ 添加到 Ｌｖ

中．（算法 ４第 １０—１２行）
７） 根节点 ｒ 将直径 Ｄ 设置为 Ｌｒ 中最大的元素，

将半径 Ｒ 设置为 Ｌｒ 中最小的元素．（算法 ４第 １４行）
８） 利用 ＢＦＳ树广播直径 Ｄ与半径 Ｒ．（算法 ４第

１５行）

算法 ４　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ Ｄｉａｍｅｔｅｒ ｏｒ Ｒａｄｉｕｓ

１：Ｃｏｍｐｕｔｅ ＡＰＳＰ ｏｆ ａ ｇｒａｐｈ．
２：Ｅａｃｈ ｎｏｄｅ ｖ ｃｏｍｐｕｔｅｓ ｅｃｃ（ｖ） ∶＝ｍａｘｄ（ｕ，ｖ） ｗｈｅｒｅ ｕ≠ｖ∈Ｖ
３：Ｒａｎｄｏｍｌｙ ｃｈｏｏｓｅ ａ ｎｏｄｅ ｒ，ａｎｄ ｂｕｉｌｄ ａ ＢＦＳ ｔｒｅｅ ｒｏｏｔｅｄ ｏｎ ｒ
４：Ｅａｃｈ ｎｏｄｅ ｖ ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅｓ Ｌｖ ∶＝ （ｅｃｃ（ｖ））
５：ｆｏｒ ｅａｃｈ ｎｏｄｅ ｖ ｄｏ
６：　 　 ｗｈｉｌｅ Ｌｖ≠Ø ｄｏ
７：　 　 　 Ｃｈｏｏｓｅ ｐ∈Ｌｖ，ａｎｄ ｓｅｎｄ ｉｔ ｔｏ ｖｓ ｐａｒｅｎｔ
８：　 　 　 Ｌｖ ∶＝Ｌｖ ＼｛ｐ｝
９：　 　 ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ
１０：　 　 ｉｆ ｖ ｒｅｃｅｉｖｅｓ ｐ ｆｒｏｍ ａ ｎｅｉｇｈｂｏｒ ｔｈｅｎ
１１：　 　 　 　 Ｌｖ ∶＝Ｌｖ∪｛ｐ｝
１２：　 　 ｅｎｄ ｉｆ
１３：ｅｎｄ ｆｏｒ
１４：Ｎｏｄｅ ｒ ｃｏｍｐｕｔｅｓ ｔｈｅ ｄｉａｍｅｔｅｒ ａｓ ｍａｘ｛Ｄ ｜ Ｄ∈Ｌｒ ｝ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔｅｓ
ｔｈｅ ｒａｄｉｕｓ ａｓ ｍｉｎ｛Ｒ ｜Ｒ∈Ｌｒ｝

１５：Ｂｒｏａｄｃａｓｔ Ｒ ａｎｄ Ｄ ｂｙ ＢＦＳ ｔｒｅｅ

图 ７　 分布式计算图直径与半径
Ｆｉｇ ７　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｖｅｌｙ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｇｒａｐｈ ｄｉａｍｅｔｅｒ ａｎｄ ｒａｄｉｕｓ

该算法第 １）步需要 Ｏ（ｎ）轮，第 ２）、４）、７）步需

要 Ｏ（１）轮，第 ３）、８）步需要 Ｏ（Ｄ）轮，第 ５）—６）步
需要 Ｏ（ｎ）轮，因此总时间复杂度为 Ｏ（ｎ） ．

３ ４　 分布式求解图的围长

分布式求解图围长算法如图 ８ 所示，该算法的

具体步骤如下：
１）每个节点 ｖ 初始化一个空列表 Ｌｖ，对于列表

中的每个元素（每个元素是一个键值对（ｄｓ，ｓ），其中

ｓ表示源点，ｄｓ 表示到 ｓ的距离），设置一个变量 ｓｅｎｔｖ ．
（算法 ５第 １—２行）

２） 对于在源集合 Ｓ 中的点 ｖ，初始化 Ｌｖ 为（（０，
ｖ）），其中 （０，ｖ） 表示距离 ｖ 的距离为 ０， 并且将

ｓｅｎｔｖ（０，ｖ） 设置为 ＦＡＬＳＥ，表示没有发送过键值对

（０，ｖ），初始化关于节点 ｓ 的父节点集合 ｐａｒｅｎｔｓ（ｖ） ．
（算法 ５第 ３—７行）

３） 对于每个节点，如果在其保存的 Ｌｖ 中存在一

８３５
华强胜，等．大规模图中低复杂度分布式算法浅析．

ＨＵＡ Ｑｉａｎｇｓｈｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｌｏｗ⁃ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｏｎ ｌａｒｇｅ⁃ｓｃａｌｅ ｇｒａｐｈｓ：Ａ ｂｒｉｅｆ ｒｅｖｉｅｗ．



个没有被发送过的键值对（ｄｓ，ｓ），则令（ｄｓ，ｓ） 为其

保存的 Ｌｖ 中最小的没被发送过的键值对．之后将该

键值对发送给其所有除在 ｐａｒｅｎｔｓ（ｖ）里的邻居节点，
并且设置参数 ｓｅｎｔｖ（ｄｓ，ｓ）为 ＴＲＵＥ，表示该键值对已

被发送．（算法 ５第 ８—１３行）
４）当节点 ｖ从邻居 ｕ接收到消息（ｄｓ，ｓ）时，如果

Ｌｖ 中已经存在键值对（ｄｓ′，ｓ），则初始化 ｃｓ（ｖ） ＝ ｄｓ′ ＋
ｄｓ；否则判断保存列表中是否有一个键值对（ｄｓ′，ｓ）
满足 ｄｓ′≤ ｄｓ ＋ １，如果不存在这样的（ｄｓ′，ｓ），则将列

表中所有以 ｓ 点为源点的键值对（·，ｓ） 删除，之后将

键值对（ｄｓ ＋ １，ｓ） 放入列表中，设置参数 ｓｅｎｔｖ（ｄｓ ＋
１，ｓ）为ＦＡＬＳＥ，并且将 ｕ加入到关于 ｓ点的父节点集

合 ｐａｒｅｎｔｓ（ｖ） 中．（算法 ５第 １４—２５行）
５） 每个节点分布式计算出 ｇｖ ＝ ｍｉｎ ｃｓ（ｖ） ． （算

法 ５第 ２６行）
６） 运用算法２，每个点并行式广播 ｇｖ ．（算法５第

２７行）
７） 每个点分布式计算出 ｇ ＝ ｍｉｎ ｇｖ ．（算法 ５ 第

２８行）
分析算法 ５可知，算法 ５第 １）—４）步需要Ｏ（ｎ）

轮，第 ５） 步需要 Ｏ（１） 轮，第 ６） 步需要 Ｏ（ｎ） 轮，第
７） 步需要 Ｏ（１） 轮． 因此算法 ５ 的时间复杂度为

Ｏ（ｎ） ．

３ ５　 分布式求解三角形个数

分布式计算三角形个数如图 ９ 所示，该算法的

具体步骤如下：
１） 每个节点将其连接的邻居信息传给其所有

邻居．（算法 ６第 １行）
２） 每个节点 ｖ初始化变量 ｃｏｕｎｔｖ 为０．（算法６第

２行）
３） 对于每个节点 ｖ，如果存在邻居节点 ｕ、ｗ 满

足 ｕ、ｗ 之间有一条边相连，则将 ｃｏｕｎｔｖ 增加 １．（算法

６第 ３—７行）
４） 随机选取一个节点 ｒ，以 ｒ 为根构建 ＢＦＳ 树．

（算法 ６第 ８行）
５） 如果一个节点 ｖ 是 ＢＦＳ 树叶子节点，则将

ｃｏｕｎｔｖ 发送给 ＢＦＳ树中的父亲节点．（算法 ６第 ９—１１
行）

６） 当一个节点 ｕ 接收到来自其孩子节点 ｖ的消

息 ｃｏｕｎｔｖ 时，ｕ将其保存的 ｃｏｕｎｔｕ 加上 ｃｏｕｎｔｖ，如果节

点 ｕ 已经接收到所有其孩子发送的消息，ｕ 将 ｃｏｕｎｔｕ
发送给其在 ＢＦＳ树中的父亲节点．（算法 ６第 １２—１７
行）

算法 ５　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｖｅｌｙ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ Ｇｉｒｔｈ

１：Ｌｖ ∶＝ （）
２：ｓｅｎｔｖ：Ｌｖ→｛ＴＲＵＥ，ＦＡＬＳＥ｝
３：ｉｆ ｖ∈Ｖ ｔｈｅｎ
４：　 　 Ｌｖ ∶＝ （（０，ｖ））
５：　 　 ｓｅｎｔｖ（０，ｖ） ∶＝ＦＡＬＳＥ
６：　 　 ｐａｒｅｎｔｓ（ｖ）＝ （）
７：ｅｎｄ ｉｆ
８：ｗｈｉｌｅ ＴＲＵＥ ｄｏ
９：　 　 ｉｆ ∃（ｄｓ，ｓ）∈Ｌｖ：ｓｅｎｔ（ｄｓ，ｓ）＝ ＦＡＬＳＥ ｔｈｅｎ
１０：　 　 　 （ｄｓ，ｓ） ∶＝ ａｒｇｍｉｎ｛（ｄｓ′，ｓ′）∈Ｌｖ ｜ ｓｅｎｔｖ（ｄｓ′，ｓ′）＝ ＦＡＬＳＥ｝
１１：　 　 　 ｓｅｎｄ（ｄｓ，ｓ） ｔｏ ａｌｌ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ ｅｘｃｅｐｔ ｆｏｒ ｎｏｄｅｓ ｉｎ ｐａｒｅｎｔｓ（ｖ）
１２：　 　 　 ｓｅｎｔｖ（ｄｓ，ｓ） ∶＝ＴＲＵＥ
１３：　 　 ｅｎｄ ｉｆ
１４：　 　 ｆｏｒ ｖ ｒｅｃｅｉｖｅｄ （ｄｓ，ｓ） ｆｒｏｍ ｓｏｍｅ ｎｅｉｇｈｂｏｒ ｕ ｄｏ
１５：　 　 　 ｉｆ ∃（ｄｓ′，ｓ） ｔｈｅｎ
１６：　 　 　 　 　 ｃｓ（ｖ） ∶＝ｄｓ＋ｄｓ′
１７：　 　 　 ｅｎｄ ｉｆ
１８：　 　 　 ｉｆ ∃／ （ｄｓ′，ｓ）：ｄｓ′≤ｄｓ＋１ ｔｈｅｎ
１９：　 　 　 　 　 Ｌｖ ∶＝Ｌｖ ＼｛（·，ｓ）｝
２０：　 　 　 　 　 Ｌｖ ∶＝Ｌｖ∪｛（ｄｓ＋１，ｓ）｝
２１：　 　 　 　 　 ｓｅｎｔｖ（ｄｓ＋１，ｓ） ∶＝ＦＡＬＳＥ
２２：　 　 　 　 　 ｐａｒｅｎｔｓ（ｖ）＝ ｐａｒｅｎｔｓ（ｖ）∪｛ｕ｝
２３：　 　 　 ｅｎｄ ｉｆ
２４：　 　 ｅｎｄ ｆｏｒ
２５：ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ
２６：ｇｖ ＝ｍｉｎ ｃｓ（ｖ）
２７：Ｕｓｉｎｇ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ２ ｔｏ ｂｒｏａｄｃａｓｔ ｇｖ

２８：Ｅａｃｈ ｎｏｄｅ ｃｏｍｐｕｔｅｓ ｇｉｒｔｈ ｇ＝ｍｉｎ ｇｖ ｗｈｅｒｅ ｖ∈Ｖ

图 ８　 分布式求解围长
Ｆｉｇ ８　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｖｅｌｙ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｇｉｒｔｈ

７）图中总三角形个数为 ｃｏｕｎｔｒ ／ ３．（算法 ６ 第 １８
行）

算法 ６　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｖｅｌｙ Ｃｏｕｎｔｉｎｇ ｔｈｅ Ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ Ｔｒｉａｎｇｌｅｓ
１：Ｅａｃｈ ｎｏｄｅ ｔｒａｎｆｅｒｓ ｗｈｉｃｈ ｎｏｄｅ ｉｔ ｃｏｎｎｅｃｔｓ ｔｏ ｉｔｓ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ
２：Ｅａｃｈ ｎｏｄｅ ｖ ｉｎｔｉａｌｉｚｅｓ ｃｏｕｎｔｖ ∶＝ ０
３：ｆｏｒ ｅａｃｈ ｎｏｄｅ ｖ ｄｏ
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该算法第 １）步需要 Ｏ（ｎ ／ ｌｏｇ ｎ）轮，因为每个点

可将其邻居信息视为一个 ｎ 位的数（其中每一位代

表图中的一个点，如果该点与其相连，则将该位置为

“１”，否则置为“０”），而每一轮每条边只可传递 Ｏ
（ｌｏｇ ｎ）位数据，因此第 １）步需要 Ｏ（ｎ ／ ｌｏｇ ｎ）轮．该
算法第 ２）、３）、７）步需要 Ｏ（１）轮，第 ４）、５）、６）步需要

Ｏ（Ｄ）轮，因此，该算法总时间复杂度为 Ｏ（ｎ ／ ｌｏｇ ｎ＋
Ｄ）轮．

３ ６　 分布式求解介数中心度

文献［１６］提出了首个分布式计算介数中心度的

方法，该方法可以看成文献［１１］提出的 Ｂｒａｎｄｅｓ 算
法的分布式版本．通过解决分布式过程中最短路径

信息聚合问题和最短路径条数可能为指数问题，文
献［１６］的分布式算法时间复杂度为 Ｏ（ｎ＋Ｄ）．文献

［１６］还证明了分布式计算介数中心度的下界为

Ω（Ｄ ＋ ｎ
ｌｏｇ ｎ

） ，因此所提算法为近似最优．此外，文

献［１７］还对随机游走介数中心度问题提出了首个分

布式近似算法（近似比为（１－ε），ε 为小常数）．该方

法主要基于矩阵分析理论，时间复杂度为 Ｏ（ｎｌｏｇ ｎ＋
Ｄ）．通过该文证明的分布式计算随机游走介数中心

度的下界 Ω（Ｄ ＋ ｎ
ｌｏｇ ｎ

） ，该文所提分布式算法也为

近似最优．

４　 分布式图计算下界

４ １　 分布式下界求解概述

分布式计算图问题需要通过消息传递来了解其

他点的状态，并且很多图分析问题的计算甚至需要

了解图中最远节点的信息．因此 Ω Ｄ( ) 轮的时间显

得不可避免．如果消息的大小不受限制，那么任何图

问题都可以在 Ο Ｄ( ) 时间下解决．一个自然的问题

是，在拥塞模型下，解决这些图计算问题最少需要多

少时间？ 这也就是分布式图计算下界问题．文献

［１８］说明验证一个图是否存在某个性质可以用于证

明计算这个图性质所需的下界．例如文献［１５］需要

回答这样一个问题的下界“一个图的直径是多少”．
作者给出了问题“这个图的直径是否大于 ４”的下

界，该验证问题的下界同时表明了原计算问题的下

界．因此，对于一个图计算问题，我们可以设计相应

的验证问题来转化下界的求解．而对于一个验证问

题的下界求解，可以归约为通信复杂度的下界问题：
通过建立图问题和通信复杂度问题之间的联系，将

图问题归约为通信复杂度问题，从而使用通信复杂

度问题的下界去界定图问题的下界．

４ ２　 通信复杂度

通信复杂度由姚期智先生在文献［１９］中首次提

出．本文我们主要以双方通信复杂度模型为例来阐

述一个基本图计算问题的分布式下界．
在双方通信复杂度模型中，有 ２ 个无限计算能

力的个体，称为 Ａｌｉｃｅ和 Ｂｏｂ．每个人分别拥有一个 ｋ
比特的字符串 ａ ∈ ０，１{ } ｋ 和 ｂ ∈ ０，１{ } ｋ ．Ａｌｉｃｅ 和
Ｂｏｂ可以互相通信用于计算出一个函数 ｈ（ａ，ｂ）：
０，１{ } ｋ × ０，１{ } ｋ→｛０，１｝ ，但是每次只能发送 １ ｂｉｔ

的消息．通信复杂度是用于界定 Ａｌｉｃｅ 和 Ｂｏｂ 计算出

函数 ｈ 所需要的比特数．假设 Ａｌｉｃｅ 和 Ｂｏｂ 都采用公

共的随机策略（ ｐｕｂｌｉｃ ｒａｎｄｏｍｎｅｓｓ），记为 ｐｕｂ．设 Ａε

为错误概率为 ε 的算法集合， Ａ∈ Ａε 是 Ａｌｉｃｅ和 Ｂｏｂ
计算 ｈ 的算法．则其在输入 ａ 和 ｂ 的情况下，计算 ｈ
的通信复杂度定义为：
Ｒｃｃ⁃ｐｕｂε ｈ( ) ＝ ｍｉｎＡ∈Ａε ｍａｘａ，ｂ∈ ０，１{ } ｋ Ｒｃｃ⁃ｐｕｂε （Ａ（ａ，ｂ） ）．

在通信复杂度中有大量已经被证明的下界问

题，其中最常用的是集合不相交问题（ｓｅｔ ｄｉｓｊｏｉｎｔｎｅｓｓ
ｐｒｏｂｌｅｍ）．这个问题是判断 ２个大小为 ｋ 的集合是否

相交，即字符串 ａ 和 ｂ 是否有某个相同的位都是 １．
它的标准定义为

Ｄｉｓｊｋ ａ，ｂ( ) ＝
０，　 ∃ｉ∈ ０，ｋ－１[ ] ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ａ ｉ[ ] ＝ｂ ｉ[ ] ＝１，
１，　 ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ．{

对于这样一个通信复杂度问题，参考文献［２０］
中给 出 了 下 界： 对 于 一 个 足 够 小 的 ε ＞ ０，
Ｒｃｃ⁃ｐｕｂε Ｄｉｓｊｋ( ) ≥ ｋ ，即求解集合不相交问题最少需要

ｋ 比特的消息．
在图算法中，时间复杂度是用轮数来衡量的，而

图计算问题和通信复杂度问题看起来又相去甚远，
如何建立两者之间的联系需要对不同的图计算问题

进行细致的考量和分析．

４ ３　 分布式图计算下界求解的一般框架

本节将以文献［１５］的分布式计算图的直径问题

为例，介绍该文提出的一个分布式计算图问题下界

的框架．最近诸多图计算问题的分布式下界证明基

本都采用了此框架，譬如文献［１６－１７］等．
对于双方通信复杂度模型，存在 ２ 个计算能力

无限的个体 Ａｌｉｃｅ和 Ｂｏｂ，因此，在图问题中，需要将

图 Ｇ 表示为 ２ 个不相交的部分 Ｇａ 和 Ｇｂ ，分别代表

这 ２个个体．将连接 Ｇａ 和 Ｇｂ 的边称为割边，其构成

的集合称为割集 Ｃｋ ．根据这种分割方法，可以定义

０４５
华强胜，等．大规模图中低复杂度分布式算法浅析．
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待求解的分布式图计算问题 ｆ 和通信复杂度问题 ｆ′
的关系如下：

ｆ′ Ｇａ，Ｃｋ( ) ， Ｇｂ，Ｃｋ( )( ) ＝ ｆ（Ｇ） ．
因 此， 对 于 任 意 的 图 Ｇ， 当 计 算

ｆ′ Ｇａ，Ｃｋ( ) ， Ｇｂ，Ｃｋ( )( ) 时， Ａｌｉｃｅ 得 到 输 入

Ｇａ，Ｃｋ( ) ，Ｂｏｂ得到输入 Ｇｂ，Ｃｋ( ) ．假设 Ａｌｉｃｅ和 Ｂｏｂ
模拟算法 Ａ，Ｍａ（ ｒ） 是 Ａｌｉｃｅ使用算法 Ａ时需要在第

ｒ 轮发送的消息， Ｍｂ（ ｒ） 是 Ｂｏｂ 使用算法 Ａ 时需要

在第 ｒ 轮发送的消息．Ａｌｉｃｅ 和 Ｂｏｂ 在图 Ｇ 上计算 ｆ′
的过程如下：

１）Ａｌｉｃｅ 在 Ｇａ 上执行算法 Ａ，产生需要发送给

Ｂｏｂ的消息集合 Ｍａ（ ｒ） ，然后通过 Ｃｋ 将集合在第 ｒ
轮发送给 Ｂｏｂ．

２）Ｂｏｂ 在 Ｇｂ 上执行算法 Ａ，产生需要发送给

Ａｌｉｃｅ的消息集合 Ｍｂ（ ｒ） ，然后通过 Ｃｋ 将集合在第 ｒ
轮发送给 Ａｌｉｃｅ．

对于一个通信复杂度问题 ｆ′ 中需要计算的函数

ｈ： ０，１{ } ｋ × ０，１{ } ｋ → ｛０，１｝ ，可以建立下面的

归约：
Ｒｅｄ： Ａｌｉｃｅ，Ｂｏｂ{ } × ０，１{ } ｋ → ｛ Ｇａ，Ｇｂ，Ｃｋ( ) ｝ ．
因此，对 于 函 数 ｈ 的 输 入 ａ、 ｂ，我 们 得 到

ｈ ａ，ｂ( ) ＝ ｆ′（Ｒｅｄ Ａｌｉｃｅ，ａ( ) ，Ｒｅｄ Ｂｏｂ，ｂ( ) ） ．结合 ｆ′
到 ｆ 的归约，可以通过 ｆ′建立函数 ｈ 到图计算问题 ｆ
上的联系．设 Ｒｄｃ⁃ｐｕｂε ｆ( ) 为分布式图计算问题 ｆ 所需

要的时间复杂度， ｃｋ ＝ Ｃｋ ，Ｂ 为每一轮每条边最多

可以传输的比特数，则可得到：
Ｒｃｃ⁃ｐｕｂε ｆ′( )

２ ｃｋＢ
≤ Ｒｄｃ⁃ｐｕｂε ｆ( ) ． （１）

这个不等式表明，对于一个图计算问题 ｆ，如果

可以将其归约到通信复杂度问题 ｆ′，那么就可以建

立起时间复杂度和通信复杂度之间的联系，从而计

算出图计算问题的下界．这个框架可以用图 １０说明．

４ ４　 分布式计算图直径下界

根据图 １０所给的下界求解框架，这一节会具体

描述如何证明分布式计算图直径的下界．
对于图直径计算问题，首先考虑如何将该问题

表述为可以归约的形式．从前文描述中可知，通信复

杂度需要计算一个确定的函数 ｈ，而图计算并没有

这样的形式．我们无法事先得知计算出来的直径到

底是多少．但是对于这样的问题“确定一个图的直径

是否小于 ３”却是可以表示的．通过文献［１８］中的结

论可知，一个验证问题的下界可以表示为图计算问

题的下界．这个可以理解为，确定图的直径是否小于

图 １０　 图问题和通信复杂度问题归约的一般框架

Ｆｉｇ １０　 Ａ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ
ｇｒａｐｈ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ａｎｄ ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ

３ 的时间小于计算图直径的时间，从而其下界可以

用于表示计算图直径的下界．通过这样的转化，我们

只需要求解“确定一个图直径是否小于 ３”这个问题

的下界．定义这个问题为 Ｄｉａｍ３（Ｇ） ，则其形式化的

定义为：

Ｄｉａｍ３ Ｇ( ) ＝
１，　 Ｄｉａｍ（Ｇ） ＜ ３，
０，　 ｅｌｓｅ．{

接下来设计 ｆ 到 ｆ′的归约．如前文所述，这里使

用通信复杂度里的经典问题“集合不相交问题”作为

通信复杂度 ｆ′计算的函数 ｈ，即需要将 Ｄｉａｍ３（Ｇ） 归

约为 Ｄｉｓｊｋ ａ，ｂ( ) ．我们使用文献［１５］中的归约方法：
构建一个直径为 ３的图，然后通过在图 Ｇａ 和 Ｇｂ 上加

边的方式改变其直径．而边的连接方式由字符串 ａ
和 ｂ 控制，这样将直径的判断和 Ｄｉｓｊｋ ａ，ｂ( ) 联系起

来．图的构造方式如下：
１）构建 ２ 个子图 Ｇａ 和 Ｇｂ ，其中 Ｇａ 由点 ｌ０…

ｌｋ－１ ， ｌｋ… ｌ２ｋ－１组成． Ｇｂ 由点 ｒ０… ｒｋ－１ ， ｒｋ… ｒ２ｋ－１组成．
连接 ｌｉ，ｌ ｊ( ) ， ０≤ ｉ ＜ ｊ≤ ｋ － １，使得 ｌ０… ｌｋ－１组成一

个团（两两之间有边相连）；同样也将 ｌｋ… ｌ２ｋ－１ 连成

一个团．对 Ｇｂ 中的点也做相应的连边操作．
２）连接每对 ｌｉ，ｒｉ( ) ，使 Ｇａ 和 Ｇｂ 构成一个图 Ｇ．
３）新建点 ｃＬ ， ｃＲ ，连接 （ ｃＬ， ｃＲ） ， ｃＬ，ｌｉ( ) ，

ｃＲ，ｒｉ( ) 使图 Ｇ 变为一个连通图．
在这个构建的图 Ｇ 中，直径为 ３．接着通过 ａ 和 ｂ

来加边，使图的直径发生改变．具体步骤如下：
对于字符串 ａ∈ ０，１{ } ２ｋ 和 ｂ∈ ０，１{ } ２ｋ ，如果

ａ［ ｉ］ ＝ ０，则连接边 ｌｉ ｍｏｄ ｋ，ｌｋ＋⌊ ｉ ／ ｋ」( ) ，如果 ｂ［ ｉ］ ＝ ０，则
连接边 ｒｉ ｍｏｄ ｋ，ｒｋ＋⌊ ｉ ／ ｋ」( ) ．

如果 ａ［ ｉ］ ＝ ０ 或者 ｂ［ ｉ］ ＝ ０，导致点 ｌｉ ｍｏｄ ｋ 到

ｒｋ＋⌊ ｉ ／ ｋ」 的距离从 ３变为 ２．即如果没有 ａ［ ｉ］ ＝ ｂ［ ｉ］ ＝
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１，那么图的直径将会由 ３ 变为 ２．图 １１ 给出了一个

简单的示例．

图 １１　 此图 ｋ＝ ２， ａ ＝ ［０，１，１，０］ ， ｂ ＝ ［１，０，０，１］ ．
红色的虚线为根据 ａ 和 ｂ 添加的边，图中不存在

ａ［ ｉ］ ＝ ｂ［ ｉ］ ＝ １，因此图的直径由 ３变为 ２
Ｆｉｇ １１　 Ａｎ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｎｇ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｂｅｔｗｅｅｎ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｄｉａｍｅｔｅｒ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｅｔ ｄｉｓｊｏｉｎｔｎｅｓｓ

构造这样的一个图 Ｇ 后，就建立了如框架中所

述的 ｆ′ Ｇａ，Ｃｋ( ) ， Ｇｂ，Ｃｋ( )( ) ．因为图中边的连接由 ａ
和 ｂ 确定，我们可以构造如下的归约：Ａｌｉｃｅ 的输入

为 ａ，Ｂｏｂ 的输入为 ｂ．Ａｌｉｃｅ 和 Ｂｏｂ 通过互相发送消

息来确定 ａ 和 ｂ 是否有某个相同位置都为 １．即
Ｄｉｓｊ ａ，ｂ( ) ＝ ｆ′（Ｒｅｄ Ａｌｉｃｅ，ａ( ) ，Ｒｅｄ Ｂｏｂ，ｂ( ) ） ＝
ｆ′ Ｇａ，Ｃｋ( ) ， Ｇｂ，Ｃｋ( )( ) ．而 ａ 和 ｂ 是否相交可以推导

出图的直径是否小于 ３，更确切的表示为：

Ｄｉａｍ３ Ｇ( ) ＝
１，　 Ｄｉｓｊ（ａ，ｂ） ＝ １，
０，　 ｅｌｓｅ．{

至此，我们建立了 Ｄｉｓｊｋ２ ａ，ｂ( ) 到 Ｄｉａｍ３ Ｇ( ) 之

间的联系．根据式（１），可以得到
Ｒｃｃ⁃ｐｕｂε Ｄｉｓｊｋ２ ａ，ｂ( )( )

２ ｃｋＢ
≤ Ｒｄｃ⁃ｐｕｂε Ｄｉａｍ３ Ｇ( )( ) ． 根 据 文 献 ［ １５ ］， 有

Ｒｃｃ⁃ｐｕｂε Ｄｉｓｊｋ２ ａ，ｂ( )( ) ≥ ｋ２ ， ｃｋ ＝ ｋ ， Ｂ ＝ ｌｏｇ ｎ ，从而

Ｒｄｃ⁃ｐｕｂε Ｄｉａｍ３ Ｇ( )( ) ≥ ｋ ／ ｌｏｇ ｎ ．因为 ｋ ＝ Ｏ（ｎ） ，所以

问题 Ｄｉａｍ３ Ｇ( ) 的下界为 Ω（Ｄ ＋ ｎ
ｌｏｇ ｎ

） ．

如前文所述，确定一个图的直径是否小于 ３ 的

难度小于计算图的直径，因此其下界也要小于计算

图直径的下界．可以用 Ｒｄｃ⁃ｐｕｂε Ｄｉａｍ３ Ｇ( )( ) 来表示计

算图直径的下界得到最终结论：对于采用拥塞模型

的任意分布式算法，计算图直径至少需要 Ω（Ｄ ＋
ｎ
ｌｏｇ ｎ

） 轮的时间．

５　 未来工作

本文所提分布式算法均基于无权无向图，并不

能直接应用到有向图或者有权图中．在有向图中，由
于边存在方向，因此图中 ２ 点 ｕ、ｖ 之间的距离可能

不对称，即点 ｕ 到点 ｖ 的距离可能不等于点 ｖ 到点 ｕ
的距离，可能出现 ｕ 到 ｖ 可达而 ｖ 到 ｕ 不可达的情

况，从而导致问题发生变化．在有权图中，边存在权

重，而每条边的权重不尽相同，假设 ２ 点 ｕ、ｖ 之间存

在 ２条路径，则可能出现其中一条路径的总权重相

对较小，而边的条数则较多，而另一条路径则恰好相

反的情况．假设按照无权图建立 ＢＦＳ 树操作在有权

图上计算 ｕ、ｖ 之间的距离，如果以 ｕ 为根建立 ＢＦＳ
树，则可能存在先到达 ｖ 点的路径权值反而更大，导
致结果错误．因此，分布式图算法的未来挑战性的工

作将是对有向图与有权图中的图计算问题提出低复

杂度分布式算法．
本文介绍的主要是精确计算这些图分析问题．

如何在算法复杂度和求解结果之间进行折中，即分

布式近似计算这些图问题也是一个有意义的工作．
分布式图精确计算或近似计算下界问题的研究

目前还处于起步阶段，如何对分布式图计算提出更

好的下界证明技术和方法将是分布式复杂性领域的

重要挑战．
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