
第??卷  第?期 计  算  机  学  报          Vol. ??  No. ? 

20??年？月     CHINESE JOURNAL OF COMPUTERS      ???. 20?? 

 

近似最优的分布式博弈论介数中心度算法 

王烨飞 华强胜 高文杰 金海 
 

(大数据技术与系统国家地方联合工程研究中心，武汉 430074) 

(服务计算技术与系统教育部重点实验室，武汉 430074) 

(集群与网格计算湖北省重点实验室，武汉 430074) 

(华中科技大学计算机科学与技术学院，武汉 430074） 

 

摘  要  传统的介数中心度仅依赖通过节点的最短路径数量度量节点重要程度，但在多节点失效场景下，可能

无法准确反映节点对网络整体功能的影响。相比之下，基于博弈论的介数中心度则能够考虑节点在不同节点组

中的贡献，从而为多节点失效场景下最小化失效影响提供参考。其中常用的一类中心度为基于半值的介数中心

度。然而，基于半值的介数中心度的集中式算法在无权图中的复杂度可达 𝑂(𝑛4)，其中𝑛为网络的节点数，这使

得传统的单机计算方法在大规模网络中面临挑战。本文提出了一种基于半值的介数中心度分布式算法（MR-SMBC

算法），轮数复杂度为𝑂(𝑛)。该算法通过解决中心度计算过程中边际贡献导致的顶点重复遍历问题，相较于基

础算法实现了线性级别别的轮数复杂度降低。MR-SMBC算法基于CONGEST模型设计，该模型限制每轮网络节点传

输的消息大小为𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛)比特。此外，本文通过通信复杂度问题的归约，证明了基于半值的介数中心度问题的轮

数复杂度下界为Ω(𝑛/𝑙𝑜𝑔𝑛 + 𝐷)，其中𝐷为网络的直径长度。这一结果表明MR-SMBC 算法在CONGEST模型下实现

了近似最优的计算效率。本文通过在多个真实世界图和人工生成图上的实验，测试了MR-SMBC 算法的可扩展

性，并评估了通信与计算时间比率等性能指标。实验结果表明，与基础算法相比，MR-SMBC 算法能够实现线性

级别的时间加速。 
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Abstract 

Conventional betweenness centrality measures the importance of a node in a network by counting the 

number of shortest paths that pass through it. While this approach is widely used in various fields, it has 

limitations, especially in scenarios involving multi-node failures. In such cases, traditional betweenness 

centrality may not accurately capture the true impact of a node on the network's overall functionality.  
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This issue becomes particularly evident when multiple high-centrality nodes are located along the same 

shortest paths, leading to redundant protective measures and inefficient resource allocation. Essentially, 

relying solely on individual node contributions may result in suboptimal strategies for mitigating the 

impact of failures in large, complex networks. To address this limitation, game-theoretic betweenness 

centralities were introduced, which take into account the contributions of nodes within different groups. 

This approach allows for a more comprehensive understanding of the network, as it considers the 

collective influence of nodes in various groups, rather than just the individual importance of each node. 

One well-known type of game-theoretic betweenness centrality is the semi-value-based betweenness 

centrality. However, calculating this centrality using centralized algorithms is computationally 

expensive, with a time complexity of 𝑂(𝑛4) in unweighted graphs, where 𝑛 is the number of nodes in 

the network. This complexity poses significant challenges for applying traditional single-machine 

computation methods to large-scale networks, as the time and memory requirements grow quickly with 

the network size. In this paper, we present several contributions to overcome these challenges and 

improve the efficiency of betweenness centrality computations. First, we build on the existing 

centralized Shapley value-based betweenness centrality algorithm and propose a version of this 

algorithm tailored for the CONGEST model, which we call the SPBC algorithm. The CONGEST model, 

which is commonly used in distributed computing, allows for more efficient communication between 

nodes in a network. Building on the SPBC algorithm, we then design a distributed algorithm for semi-

value-based betweenness centrality, named MR-SMBC. The MR-SMBC algorithm reduces the round 

complexity of the traditional approach, reducing it from quadratic to linear, with a round complexity of 

𝑂(𝑛). This reduction is achieved by addressing the issue of repeated node traversal during the centrality 

computation process, which occurs due to the marginal contributions of nodes in the centralized version. 

Second, we derive lower bounds on the round complexity for solving Shapley value-based and semi-

value-based betweenness centrality problems within the CONGEST model. Through the reduction of 

the communication complexity problem, we establish that the round complexity lower bounds for these 

problems are Ω(𝑛/𝑙𝑜𝑔𝑛 + 𝐷), where 𝐷 is the network diameter. This theoretical result demonstrates that 

our MR-SMBC algorithm achieves near-optimal distributed efficiency in the CONGEST model. Third, 

we conduct extensive experiments to evaluate the performance of the MR-SMBC algorithm. We use a 

variety of real-world and synthetic graph datasets to assess the algorithm's performance. The 

experimental tests include the scalability of the algorithm, the impact of source batch sizes, and the ratio 

of communication time to computation time. The experimental results indicate that the MR-SMBC 

algorithm achieves linear-level time acceleration compared to the trivial semi-value-based betweenness 

centrality algorithm. 

 

Keywords Graph algorithms; Distributed algorithms; The CONGEST model; Graph centrality; 

Network analysis. 

 

1 引言 

中心度是图论和网络分析中的一个重要概

念，广泛用于衡量网络中单个节点的重要性。通过

计算节点的中心度，可以识别网络中的关键节点，

这些节点在信息传播、资源分配和网络结构优化等

方面起着至关重要的作用。节点的中心度高低反映

了其在网络中的连接程度、影响力和核心地位，是

分析社交网络、交通网络以及各种复杂系统的重要

工具。 

除了单个节点的重要性外，集合的整体重要性

也是一个关键指标。例如，在金融领域，中心度有

助于识别关键市场参与者，为投资策略和风险管理

提供参考。某些市场参与者可能隶属于较大的金融

机构，因此，在监控和保护这些机构时，考虑整个

机构的重要性具有重要意义。然而，分析一个节点

集合的重要性时，仅仅将该集合内各个节点的中心

度相加，通常无法准确反映该集合在网络中的整体

重要性。为了解决这一问题，群体中心度的概念被

提出。群体中心度在汇总集合内节点影响力的同

时，避免了对集合内多个节点影响的重复计算。 

在一些可能存在多节点失效场景中，如金融

网络攻防、流行病传播控制和网络脆弱性分析等，

失效节点往往具有不可预测性。在应对这种不可

预测的失效时，仅仅将传统中心度较高的节点作

为保护对象，不一定能最大程度上减少损失。而
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∗ 

结合合作博弈论和群体中心度的博弈论中心度，

已经被证明在多种真实网络和模拟网络中能更好

地保护网络免受节点故障的影响
[1]
。在博弈论中

心度中，图中的每个节点被视为一个玩家，而节

点集合则被视为一个联盟。博弈论中心度通过将

联盟的群体中心度作为其价值评价函数，并结合

合作博弈论中的分配规则，量化节点在整个网络

中的贡献。其中， 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值和半值是较为常见

的分配规则。本文讨论的对象为博弈论中心度中

的两类中心度：基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数中心度和

基于半值的介数中心度。 

博弈论中心度综合每个节点在不同节点集

合中的贡献，能够考虑多节点失效中可能出现

各种情形。相比传统的中心度，博弈论中心度能

够为多节点失效场景下保护重要节点提供参考，

减少节点失效造成的期望损失。为了更清晰地展

示中心度、群体中心度以及基于半值的中心度之

间的异同，下面通过一个简单示例进行说明。首

先定义一种介数中心度的简单变体——受限介数

中心度（Restricted Betweenness Centrality）。节点 

 𝑣 的受限介数中心度被定义为： 

𝜓∗(𝑣, 𝑆, 𝑇) = ∑
𝜎𝑠𝑡(𝑣)

𝜎𝑠𝑡
𝑠∈𝑆,𝑡∈𝑇

 

其中 𝑆 为源点集合，𝑇 为终点集合，𝜎𝑠𝑡  表示从源

点 𝑠 到终点 𝑡 的最短路径数量，而 𝜎𝑠𝑡(𝑣) 表示从 𝑠 

到 𝑡 的最短路径中经过节点 𝑣 的数量。与介数中

心度不同，受限介数中心度仅考虑以 𝑠 为起点  

𝑡 为终点的最短路径。在图 1 中，源点集合 𝑆 包含 

𝑠𝑖，终点集合 𝑇 包含 𝑡𝑗，其中 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2,3}，图中

边的权重则表示相邻节点之间的距离。图中一共

有9对 𝑠𝑖𝑡𝑗， 对于每对 𝑠𝑖𝑡𝑗，他们之间的最短路

径有两条，[𝑠𝑖 , 𝑎, 𝑏, 𝑡𝑗] 和 [𝑠𝑖 , 𝑐, 𝑡𝑗] ， 𝑎, 𝑏, 𝑐 三点都

会被其中一条最短路径经过。因此根据受限介数

中心度的定义，节点 𝑎, 𝑏, 𝑐 的中心度是相等的，

且均为9/2。一个集合 𝑈 的群体受限介数中心度定

义如下： 

𝜓∗(𝑈, 𝑆, 𝑇) = ∑
𝜎𝑠𝑡(𝑈)

𝜎𝑠𝑡𝑠∈𝑆
𝑡∈𝑇

 

在这里，𝜎𝑠𝑡(𝑈) 表示从  𝑠 到  𝑡 的所有最短路径中，
至少经过集合 𝑈 中一个节点的路径数量。 

假如直接将集合中顶点的受限介数中心度求

和作为集合重要程度评估的标准，那么图 1 中

集合 {𝑎, 𝑏} 和集合 {𝑎, 𝑐} 的重要性相同。但事实

上集合 {𝑎, 𝑐} 相比于 {𝑎, 𝑏} 对网络连接更加关

键：如果 𝑎 和 𝑐 失效，集合 𝑆 和 𝑇 之间的通信

将完全中断；而如果 𝑎 和 𝑏 失效，这两个集合

仍然可以通过 𝑐 进行通信。该情况通过群体受

限介数中心度表现，𝜓∗({𝑎, 𝑐}, 𝑆, 𝑇) >

𝜓∗({𝑎, 𝑏}, 𝑆, 𝑇)，其能够更准确反映点集在网络

中的重要程度。 

𝜓𝑆𝑀
∗ (𝑣, 𝑆, 𝑇) = ∑ 𝑝|𝑈|(𝜓∗(𝑈 ∪ {𝑣}, 𝑆, 𝑇)

𝑈⊂𝑉∖{𝑣}

− 𝜓∗(𝑈, 𝑆, 𝑇)) 

其中 𝑝|𝑈| 表示集合 𝑈 对应的权重，由集合大小
|𝑈| 决定。权重根据实际要求调整，但需要满足

 ∑ 𝑝𝑘(𝑛−1
𝑘

) = 10≤𝑘≤𝑛−1 ，𝑛 为图中节点的数量。直
观来说，𝜓∗(𝑈 ∪ {𝑣}, 𝑆, 𝑇) − 𝜓∗(𝑈, 𝑆, 𝑇)衡量节点 𝑣 
在受限介数中心度方面对集合 𝑈 ∪ {𝑣} 的贡献。通
过将节点 𝑣 对不同集合贡献加权求和， 𝜓∗(𝑣, 𝑆, 𝑇 ) 
能够为多节点失效场景下的节点保护提供依据。 

例如考虑一种特殊情况，为大小为1的集合设

置权重 𝑝1 =
1

𝑛−1
 ，而对于其他大小的集合， 𝑝𝑘 =

0 。在此假设下，敌方均匀攻击网络中的两个节点

使得他们失效， 𝜓𝑆𝑀
∗ (𝑣, 𝑆, 𝑇) 反映了通过保护 𝑣 避

免其在攻击中失效，相比于不保护 𝑣 的情况，所能

保留的受限介数中心度的期望值。在图 1 中，根据

上 述 定 义 ，  𝜓𝑆𝑀
∗ (𝑐, 𝑆, 𝑇) 大 于  𝜓𝑆𝑀

∗ (𝑏, 𝑆, 𝑇) 、

 𝜓𝑆𝑀
∗ (𝑎, 𝑆, 𝑇) 。这表明即使它们的中心度相等，在

面对可能到来的攻击，保护节点 𝑐 存活相比于节点 

𝑎 或者 b 存活能够更大程度上保证网络通信效率。 

基于博弈论中心度的网络防御优化方案具有广

泛的应用潜力。例如金融网络的多节点攻防场景下，

攻击者通过恶意软件或黑客手段，可能对金融网络

中的多个机构进行攻击，进而造成关键节点的功能

受损或失效，这将引发连锁反应，甚至导致整个网

络瘫痪。平台需要在部分关键机构预先布置防御措

施，以保证受到攻击后关键节点的存活，减少攻击

对网络带来的影响。 

传统的介数中心度是通过分析单个机构在网络

中的关键程度来评估其重要性，但其缺陷在于：多

图 1 受限介数中心度实例 
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个具有高介数中心度的机构可能处于相同的最短路

径上，导致保护措施过度集中，进而产生资源浪费。

群体介数中心度通过度量多个机构的集合在网络中

的关键性可以弥补传统方法的不足。然而，面对不

可预测的攻击，群体介数中心度的效果仍然无法得

到充分保证。博弈论中心度方法则结合合作博弈理

论，进一步优化防御策略。在此方法中，群体介数

中心度被用作合作博弈的度量标准，通过计算在各

种网络攻击情况下，保护某个机构所保留的介数中

心度的期望值，从而为平台提供更为高效的资源分

配策略。 

虽然博弈论中心度在评估风险、规避攻击以及

制定策略中具有重要作用，但是在计算部分博弈论

中心度的过程中，例如基于半值的介数中心度，由

于需要遍历所有可能集合的群体中心度，传统算法

的计算复杂度呈指数级增长。 

为解决这一问题，Szczepanski等人
[1]
提出了集

中式算法，适用于单机计算基于半值的介数中心

度。与传统方法不同，该算法不需遍历所有可能的

集合，而是将中心度计算转化为每个节点边际贡献

的计算。在无权图中，该算法的计算复杂度为

 𝑂(𝑛4)，其中 𝑛 为网络中的节点数量。 

尽管集中式算法能有效将计算复杂度降至多项

式时间，但在大规模图中，𝑂(𝑛4) 的复杂度依然会

导致单机计算资源消耗巨大，效率低下。与此相

比，分布式系统将计算任务分配至多个处理单元，

能够并行处理大量数据和复杂计算，从而显著提高

计算效率，减轻单机计算压力。采用分布式算法处

理基于半值的介数中心度计算问题，能更好地满足

实际应用需求，提高计算效率与可行性。本文旨在

设计并实现一个针对无权图的分布式基于半值的介

数中心度低复杂度算法。本文采用 CONGEST 模型

作为分布式计算模型，该模型是经典的分布式通信

模型，每条边在每轮只能传输大小为 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛) 比特

的消息。 

尽管分布式系统在处理大规模图的博弈论介数

中心度计算问题上具有显著优势，但在设计和分析

低复杂度分布式算法时仍面临诸多挑战。上界方

面，现有最先进的分布式介数中心度算法在计算博

弈论介数中心度时，由于涉及额外的期望计算，需

要平方级的轮数复杂度。下界方面，对博弈论介数

中心度的计算除了依赖于最短路径数量，还依赖于

最短路径长度，这与传统介数中心度不同。这导致

传统介数中心度的复杂度下界证明并不适用于博弈

论介数中心度，因此需要构造新的证明以获得博弈

论介数中心度问题的轮数复杂度下界。 

本文的主要贡献包括： 

1.基于[1]中描述的基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数中

心度集中式算法，本文提出了其在CONGEST模型下

的版本，称为SPBC算法。以此为基础，本文设计了

一种轮数复杂度为 𝑂(𝑛) 的分布式算法MR-SMBC，用

于计算基于半值的介数中心度，相比于集中式算法

的简单分布式化将平方级的轮数复杂度降低至线性

级。 

2.通过通信复杂度问题的归约，我们得到

CONGEST模型下基于半值的介数中心度求解问题的

轮数复杂度下界，证明MR-SMBC算法达到了近似最

优。 

3.在多个真实世界图和人工生成图上对MR-

SMBC算法的可扩展性进行了测试，并评估了其在通

信和计算时间比率等性能指标上的表现。实验结果

表明，与现有的基于半值的介数中心度算法相比，

MR-SMBC算法在执行时间上实现了线性级别的加

速。 

第 2 节概述相关工作；第 3 节介绍预备知

识，涵盖与图论和博弈论相关的定义；第 4 节提

出SPBC算法和MR-SMBC算法，并进行复杂度分析与

正确性证明；第 5 节给出下界证明；第 6 节展示

实验结果并进行分析；第 7 节总结论文的主要成

果，并讨论未来的研究方向。 

 

2 相关工作 
Brandes

[2]
首先提出了介数中心度的高效算

法，其核心思想是利用广度优先搜索求解单源最短

路径，并结合动态规划的方法来更新每个节点的介

数中心度。Hua等人
[3]
提出了在CONGEST模型下无向

无权图的介数中心度计算的下界，并设计了一种轮

数复杂度为 𝑂(𝑛) 的分布式介数中心度算法，该算

法依赖于全源最短路径（APSP）的 𝑂(𝑛) 轮分布式

算法 。在这些上下界的基础上，该算法能够达到

近似最优的效果。Hoang等人
[4]
基于分布式全源最

短路径算法
[5]
，提出了新的CONGEST模型下的介数

中心度算法，相较于Hua等人的算法，减少了常数

因子的轮数，同时该算法在现实世界图中测试也达

成良好的效果。 

分布式中心度计算不仅限于CONGEST模型。

Behera等人
[6]
提出了一种基于MapReduce 框架的分

布式算法，用于计算社交网络数据中的节点中心

度，包括度中心度、接近中心度和特征向量中心

度。Crescenzi等人
[7]
提出了一种基于 Bellman-

Ford 算法的分布式介数中心度计算方法，该方法

基于距离矢量协议拓展 Bellman-Ford 算法，使得

每个节点在一定次数的迭代后获得介数中心度。 

此外，许多研究进一步在不同拓扑结构上，采

用多种方法对分布式介数中心度问题算法进行了深

入探讨。Wang等人
[8][9]

针对不同类型的网络拓扑

（如有向无环图（DAG）和树）提出了特定的介数

中心度算法。这些算法的设计考虑到了网络拓扑的

特殊性质，从而提高了计算效率。You等人
[10]

基于

线性规划方法提出了计算接近中心度和有向树中的



?期                              王烨飞等：近似最优的分布式博弈论介数中心度算法                          5 

介数中心度的分布式算法。还有一些研究致力于利

用代数工具来进行分布式介数中心度计算，例如

Solomonik等人
[11]

提出的基于稀疏矩阵乘法的通信

高效介数中心度算法。Hua 等人
[12]

综述了多种分布

式图性质算法，探讨如何在分布式环境中设计低复

杂度算法计算图性质，介绍如何通过通信复杂性归

约得到证明分布式图性质问题的轮数复杂度下界。  

动态图的分布式介数中心度计算则能够为网络

节点或链接失效后网络的关键节点评估提供依据。

iCentral
[13]

是一种创新的增量算法，它将图分解为

双连通分量，并在本地处理以实现动态更新。MR-

IBC
[14]

是一个基于MapReduce框架的增量并行介数中

心度算法，该算法能够高效处理动态网络中因节点

或边的插入与删除而引发的网络结构剧烈变化。

Yang等人
[15]

引入了局部介数中心度的概念并设计了

通过动态剪枝更新局部介数中心度的动态维护算

法。 

Grofman等人
[16]

首次将合作博弈论应用于网络

中节点中心度的分析。Szczepanski等人
[17]

正式引

入了基于𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦值的介数中心度的定义，指出每

个联盟的价值源自其集合的介数中心度，而每个节

点的中心度度量则基于𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦值的定义获得。他

们的另一项工作扩展了基于𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦值和半值的介

数中心度的研究，涵盖了加权和无权图，并为其计

算设计了多项式时间算法
[1]
。同时，Tarkowski等人

[18]
将这一研究扩展到更多类别的博弈论网络中心

度，如度中心度和接近中心度的𝐵𝑎𝑛𝑧ℎ𝑎𝑓指数。尽

管已有不少关于博弈论网络中心度的研究，但截至

目前，仍未见有研究关注在分布式环境中计算博弈

论网络中心度的问题。 

 

3 预备知识 
本节将展示系统模型、问题定义及相关符号，

以便为后续的分析和方法提供必要的基础。本文聚

焦于分布式环境中的拥塞模型（CONGEST模型）。

在该模型中，图作为网络的抽象模型，其中每个顶

点代表一个网络节点、计算单元或处理器，而图的

边则表示这些节点之间的通信链路。CONGEST模型

的核心特性是：每个顶点在单个同步轮内只能向其

邻居广播大小为 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛) 的消息，其中 𝑛 为图中顶

点的数量。 

与局部模型（LOCAL模型）相比，CONGEST模型

对顶点之间的带宽施加了限制，这导致每次通信只

有有限的消息交换，使得低复杂度算法设计更具挑

战性。本文轮数复杂度被视为评估算法效率的关键

指标。此外，本文也关注消息复杂度，其关注算法

在通信过程中交换的信息量。 

首先介绍与图和介数中心度相关的定义。考虑

一个无权图 𝐺(𝑉, 𝐸)，其中顶点集为 𝑉 ，边集为 

 𝐸 ，图中顶点和边的数量分别为 𝑛 = |𝑉| 和 𝑚 =

|𝐸| 。本文主要讨论有向无权图和无向无权图中的

算法设计。在有向图中，顶点 𝑣 的入邻居和出邻居

分别记作 𝑁𝑖𝑛(𝑣) 和 𝑁𝑜𝑢𝑡(𝑣) ；而在无向图中，这两

个符号均表示顶点 𝑣 的邻居。 

定义1.（介数中心度）对于给定的顶点 𝑣 ∈

𝑉，如果 𝑏𝑐(𝑣) 是 𝑣 的介数中心度，则满足以下公

式： 

𝑏𝑐(𝑣) = ∑
𝜎𝑠𝑡(𝑣)

𝜎𝑠𝑡
𝑠,𝑡∈𝑉∖{𝑣}

 

其中，𝜎𝑠𝑡 表示从顶点 𝑠 到顶点 𝑡 的最短路径数

量，而 𝜎𝑠𝑡  (𝑣) 是从顶点 𝑠 到顶点 𝑡 的所有最短路径

中经过  𝑣  的路径数量。 

介数中心度能够衡量一个顶点在整个网络中的

重要性。而群体介数中心度则能够评估一组顶点在

网络中的整体影响力，它不仅关注单个顶点的作

用，还考察了这一组顶点对网络中其他顶点的潜在

影响。 

定义2.（群体介数中心度）对于给定的顶点集   
𝑈 ⊂ 𝑉，如果 𝑏𝑐(𝑈) 是 𝑈 的群体介数中心度，则满

足以下公式： 

𝑏𝑐(𝑈) = ∑
𝜎𝑠𝑡(𝑈)

𝜎𝑠𝑡
𝑠,𝑡∈𝑉∖𝑈

 

其中， 𝜎𝑠𝑡  (𝑈) 是从顶点 𝑠 到顶点 𝑡 的所有最短路径

中，至少经过顶点集 𝑈 中一个顶点的路径数量。 

接下来介绍与博弈论相关的定义。 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值

是合作博弈中常用的价值分配方法，其广泛应用于

经济学、人工智能等领域。它通过考虑每个玩家在

所有可能联盟中的边际贡献，公平地计算合作博弈

中各个参与者的贡献。然而，在一些实际问题中，

 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值可能无法充分反映参与者之间的复杂关

系或特定的约束条件。为了解决这一问题，提出了

半值（semi-value）概念。半值作为 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的

扩展，在计算玩家贡献时引入了特定的权重或约束

条件，使其能够适应更加多样化的合作博弈场景。 

定义3.（半值）给定一个博弈  (𝐴, 𝜐𝑎𝑙𝑢𝑒) ，其

中 𝐴 为玩家集合，𝜐𝑎𝑙𝑢𝑒为玩家集合的价值函数。

对于玩家 𝑖 ∈ 𝐴 ，如果满足以下条件，则称 𝑠𝑣(𝑖) 为

  𝑖 的半值： 

𝑠𝑣(𝑖) = ∑ 𝑝|𝑈|[𝜐𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑈 ∪ {𝑖}) − 𝜐𝑎𝑙𝑢𝑒(𝑈)]

𝑈⊂𝐴∖{𝑖}

 

其中， 𝑝|𝑈|表示大小为 |𝑈| 的子集的权重，且满足 

∑ 𝑝𝑘(|𝐴|−1
𝑘

) = 10≤𝑘≤|𝐴|−1 。直观上看，半值能够衡量

博弈中每个玩家的贡献，并能通过设置不同的权

重，在各种复杂情况下将总价值分配给各个参与

者。当集合 𝑈 的权重函数设置为 (|𝐴|(|𝐴|−1
|𝑈| ))−1时，

所有集合的权重相同，半值退化为 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值。 

定义4.（基于半值的介数中心度）对于给定的

顶点 𝑣 ∈ 𝑉，𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣)表示顶点 𝑣 的基于半值的介数

中心度，其定义为： 
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(1) 

𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣) = ∑ 𝑝|𝑈|(𝑏𝑐(𝑈 ∪ {𝑣})

𝑈⊂𝑉∖{𝑣}

 

类似可以得到顶点 𝑣 的基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数

中心度 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑣)，但由于篇幅限制，此处省略相关

公式。由于集合 𝑈 对于顶点 𝑣 的权重大小完全取决

于该集合大小，因此 𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣) 也可以表示为下面的

形式： 

𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣) = ∑
𝑃𝑘

(𝑛−1
𝑘

)
( ∑ (𝑏𝑐(𝑈 ∪ {𝑣})

𝑈⊂𝑉∖{𝑣}

|𝑈|=𝑘
𝑘∈[0,𝑛−1]

− 𝑏𝑐(𝑈))) 

其中，𝑃𝑘 = 𝑝𝑘(𝑛−1
𝑘

)。如果直接根据上述公式计算  

𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣)，由于需要计算所有 𝑈 的介数中心度，这

将至少需要指数级的时间复杂度。为了在多项式时

间内计算博弈论中的介数中心度，Szczepanski等人
[1]
从顶点 𝑣 的边际贡献角度进行了分析，并给出了

 𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣)和 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑣)的另一种公式。 

𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣) = ∑ 𝑃𝑘( ∑
𝜎𝑠𝑡(𝑣)

𝜎𝑠𝑡
𝑓𝑆𝑀(𝑑𝑠(𝑡), 𝑘)

𝑠,𝑡∈𝑉∖{𝑣}

𝑛−𝑑𝑠(𝑡)≤𝑘
𝑘∈[0,𝑛−1]

+ ∑ 𝑔𝑆𝑀(𝑑𝑠(𝑣), 𝑘))
𝑠∈𝑉∖{𝑣}

𝑛−𝑑𝑠(𝑣)≤𝑘

 

𝑏𝑐𝑆𝑃[𝑣] = ∑
𝜎𝑠𝑡[𝑣]

𝜎𝑠𝑡
𝑓𝑆𝑃(𝑑𝑠[𝑡])

𝑠,𝑡∈𝑉∖{𝑣}

+ ∑ 𝑔𝑆𝑃(𝑑𝑠[𝑣])

𝑠∈𝑉∖{𝑣}

 

其中   𝑓𝑆𝑃(𝑑) =
1

𝑑
 ,   𝑔𝑆𝑃(𝑑) =

2−𝑑

2𝑑
 ， 

𝑓𝑆𝑀(𝑑, 𝑘) =
(𝑛 − 𝑑)! (𝑛 − 𝑘 − 1)!

(𝑛 − 𝑑 − 𝑘)! (𝑛 − 1)!
 

𝑔𝑆𝑀(𝑑, 𝑘) = 𝑓𝑆𝑀(𝑑, 𝑘) +
𝑘 − 𝑛 + 1

𝑛 − 1
 

表1列出了本文在后续算法伪代码、描述和证明中

使用的符号说明。 
表 1  符号说明 

符号 定义 

𝑛 图 𝐺 中的顶点数量 

𝑚 图 𝐺 中的边数量 

𝐷 图 𝐺 的直径 

𝑁𝑖𝑛(𝑣)/𝑁𝑜𝑢𝑡(𝑣) 顶点 𝑣 的入/出邻居 

𝑑𝑠(𝑣)  𝑠 到 𝑣 的距离 

𝜎𝑠𝑣  𝑠 到 𝑣 最短路径数量 

𝑓𝑆𝑀(𝑑, 𝑘), 𝑔𝑆𝑀 (𝑑, 𝑘) 𝑏𝑐𝑆𝑀 (𝑣) 的辅助函数 

𝑓𝑆𝑃(𝑑, 𝑘), 𝑔𝑆𝑃 (𝑑, 𝑘) 𝑏𝑐𝑆𝑃 (𝑣)  的辅助函数 

 

4 算法与分析 
本节介绍基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数中心度分布式

算法 SPBC 和基于半值介数中心度的分布式算法 

MR-SMBC，并给出它们的正确性分析、轮数复杂度和

消息复杂度分析。 

 

4.1 基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的分布式BC算法SPBC 

本小节提出基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数中心度分布

式算法SPBC并简要介绍算法。 

算法 1 计算基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数中心度。该

算法分为两个阶段：第一阶段为分散阶段，计算全

源最短路径（APSP），使得每个顶点都能够知道其

他顶点到自己的最短距离，即算法 1 第 1 行的 

Distributed-APSP子程序；第二阶段为汇聚阶段，

根据算法1的结果，累积计算基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介

数中心度，即算法 1 的第 2 − 17 行。算法 1 的第 

18 − 20 行为每个顶点  𝑣  的本地计算，不涉及顶点

间通信。 

算法 1 . SPBC 
输入：𝐺(𝑉, 𝐸), 𝑓𝑆𝑃 , 𝑔𝑆𝑃 

输出：对于 𝑣 ∈  𝐺，顶点 𝑣 知道 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑣)  

1  (𝑑𝑠(𝑣), 𝜎𝑠𝑣, 𝑇𝑠(𝑣))𝑠∈𝑉 ←Distributed-APSP (𝐺) 

2 计算图 𝐺 的顶点数 𝑛、直径 𝐷，以及 最大轮数 
𝑇𝑚𝑎𝑥 ← max (𝑇𝑝(𝑞))(𝑝,𝑞)∈𝑉2 

3 向每个顶点广播 𝑛, 𝐷, 𝑇𝑚𝑎𝑥 

4 设置全局时钟 𝑡𝑝 ← 𝑇𝑚𝑎𝑥  

5 初始化 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑣), 𝜙𝑠(𝑣), 𝛿𝑠(𝑣) ← 0，对于每个𝑠 ∈
𝑉 ∖ 𝑣 

6 FOR 𝑡𝑝 ← 𝑇𝑚𝑎𝑥 到 0 DO 

7 IF ∃𝑇𝑠(𝑣) = 𝑡𝑝 

THEN 
8 𝜙𝑠(𝑣) ← 1/𝜎𝑠𝑣(𝛿𝑠(𝑣) + 𝑓𝑆𝑃(𝑑𝑠(𝑣))) 

sv 

9 𝑣 向 𝑁𝑖𝑛(𝑣) 发送消息𝑚𝑠𝑔(𝑑𝑠(𝑣), 𝑠, 𝜙𝑠(𝑣)) 
10 ENDIF 

11 WHILE 𝑣 从 𝑢 接收 𝑚𝑠𝑔(𝑑𝑠(𝑢), 𝑠, 𝜙𝑠(𝑢)) DO 

12 IF 𝑑𝑠(𝑢) + 1 = 𝑑𝑠(𝑣) 

THEN 
13 𝜙𝑠(𝑣) ← 𝜙𝑠(𝑣) + 𝜙𝑠(𝑢) 
14 𝛿𝑠(𝑣) ← 𝛿𝑠(𝑣) + 𝜎𝑠𝑣(𝜙𝑠(𝑢)) 
15 ENDIF 

16 ENDWHILE 

17 ENDFOR 

18 For ∀𝑠 ∈ 𝑉 ∖ {𝑣} DO 

19 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑣) ← 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑣) + 𝛿𝑠(𝑣) + 𝑔𝑆𝑃(𝑑𝑠(𝑣)) 

20 ENDFOR 

算法 2 展示算法 1 第一阶段的Distributed-

APSP子程序，调用分布式Bellman-Ford算法
[4]
来解

决所有对的最短路径问题。其工作原理如下： 

每个顶点 𝑣 维护一个优先队列 𝐿𝑣 ，该队列包

含的元素为 (𝑑𝑠(𝑣), 𝑠)，其中 𝑠 表示源点, 𝑑𝑠(𝑣)表示

从源点 𝑠 到顶点 𝑣 的临时最短路径长度。

 𝑝𝑣
𝑟(𝑑𝑠(𝑣), 𝑠) 表示在第 𝑟 轮时，元素 (𝑑𝑠(𝑣), 𝑠) 在优

先队列 𝐿𝑣 中的位置。 

算法 2 的第 5 − 8 行为顶点 𝑣 作为消息发送者

时的子程序：算法初始化时钟 𝑟 后，一旦存在某个

 𝑤 ，使得 𝑑𝑤(𝑣) + 𝑝𝑣
𝑟(𝑑𝑠(𝑣), 𝑠) = 𝑟，顶点 𝑣 发送

 𝑚𝑠𝑔 到所有出邻居并记录当前轮数 𝑇𝑤(𝑣)。 

算法 2 的第 9 − 21 行为顶点 𝑣 作为消息接收
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者时的子程序：当顶点 𝑣 接收到其他顶点的消息

 𝑚𝑠𝑔 时，若能够降低 𝑑𝑤(𝑣)，顶点 𝑣 会相应地更新

 𝐿𝑣 。此外，为了介数中心度的计算，算法还需要

维护 𝜎𝑤𝑣。 

当算法结束时，𝐿𝑣记录所有其他源顶点到顶点

 𝑣 的最短路径长度。此外，顶点 𝑣 在算法 1 结束

时，还将记录从 𝑠 到 𝑣 的最短路径数量 𝜎𝑠𝑣  和消息

发送轮数 𝑇𝑠(𝑣)，这些参数用于算法 2 第二阶段介

数中心度的计算。 

需要强调的是，算法 2 不需要传输或存储每个

顶点在最短路径上的前驱节点。这避免了在稠密图

中存储消耗过大的问题。 

算法 2. Distributed-APSP 
输入：𝐺(𝑉, 𝐸) 

输出：对于 𝑣 ∈ 𝐺 ，顶点 𝑣 知道𝑑𝑠(𝑣), 𝜎𝑠𝑣 , 𝑇𝑠(𝑣) 

1  𝐿𝑣 ← {(0, 𝑣)}  

2 初始化 𝑑𝑠(𝑣), 𝜎𝑠𝑣 , 𝑇𝑠(𝑣) ← 0 ，对每个𝑠 ∈ 𝑉 ∖ {𝑣} 

3 初始化全局时钟 𝑟 ← 0 

4 FOR 𝑟 ← 0 到 2𝑛 DO 

5 WHILE ∃𝑤′使𝑑𝑤(𝑣) + 𝑝𝑣
𝑟(𝑑𝑤(𝑣), 𝑤) = 𝑟 DO 

6 𝑣 发送  𝑚𝑠𝑔(𝑑𝑤(𝑣), 𝑤, 𝜎𝑤𝑣)  到 𝑁𝑜𝑢𝑡(𝑣) 

7 𝑣 记录发送轮数 𝑟 为 𝑇𝑤(𝑣) 

8 ENDWHILE 

9 WHILE 𝑣 接收 𝑢 的 𝑚𝑠𝑔(𝑑𝑤(𝑢), 𝑤, 𝜎𝑤𝑢) DO 

10 IF ∃(𝑑𝑤(𝑣), 𝑤) ∈ 𝐿𝑣 使 𝑑𝑤(𝑢) + 1 = 𝑑𝑤(𝑣) 

THEN 

11            𝜎𝑤𝑣 = 𝜎𝑤𝑣 + 𝜎𝑤𝑢 
12  ELSEIF ∃(𝑑𝑤(𝑣), 𝑤) ∈ 𝐿𝑣 使𝑑𝑤(𝑢) +

                   1 < 𝑑𝑤(𝑣) 
                   THEN 

13                               𝐿𝑣 ← 𝐿𝑣 ∖ {(𝑑𝑤(𝑣), 𝑤)} 
14                               𝐿𝑣 ← 𝐿𝑣 ∪ {(𝑑𝑤(𝑢) + 1, 𝑤)} 

15  𝜎𝑤𝑣 ← 𝜎𝑤𝑢 

16 ELSEIF (𝑑𝑤(𝑣), 𝑤) ∉ 𝐿𝑣  

THEN 

17 𝐿𝑣 ← 𝐿𝑣 ∪ {(𝑑𝑤(𝑢) + 1, 𝑤)} 

18 𝜎𝑤𝑣 ← 𝜎𝑤𝑢  
19 ENDIF 

20 ENDWHILE 

21 ENDFOR 

算法 1 的第 2 行到第 17 行描述汇聚阶段。首

先任选图中的一个顶点作为主顶点执行第 2 行到第 

4 行： 

算法 2 中每个顶点 𝑣 记录其发送包含源点 𝑠 的

消息 𝑚𝑠𝑔 时的轮数 𝑇𝑠(𝑣)。主顶点从这些轮数中提

取最大值，记作 𝑇max。同时主顶点建立一个以轮数

为单位的全局时钟 𝑡𝑝 ，从 𝑇max开始倒计时至0。 

每当顶点 𝑣 检测到时钟 𝑡𝑝 等于自己保存的某

个 𝑇𝑠(𝑣)时，计算中间变量 𝜙𝑠(𝑣)并将 𝜙𝑠(𝑣) 加入消

息 𝑚𝑠𝑔 并将其发送给 𝑣 的入邻居（参考算法 1 的

第 7 − 10 行）。 

直观理解 𝑇𝑠(𝑣)的作用：在分散阶段，也就是

算法 2，每个顶点 𝑣 记录消息发送时间 𝑇𝑠(𝑣)，构

成时间表；在汇聚阶段，每个顶点参照翻转的时间

表决定何时发送消息。这一操作确保算法的正确

性，同时避免网络拥塞。具体细节将在定理 1 中进

行证明。 

当顶点  𝑣  从其出邻居 𝑢 接收到  𝑚𝑠𝑔  时，它

根据 𝑑𝑠(𝑣) 和 𝑑𝑠(𝑢)检查 𝑢 是否是源点 𝑠 到顶点 𝑣 

的最短路径前驱。如果是，顶点  𝑣  计算依赖 

𝜙𝑠(𝑣) 的值，并更新中间变量 𝜙𝑠(𝑣)（参考算法 1 

的第 11 − 16 行）。通过本地计算，最终得到基于

𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数中心度 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑣)（参考算法 1 的

第 18 − 20 行）。算法展示有向图的情况，对于无

向图需要在第 19 行计算 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑣) 时对 𝛿𝑠(𝑣) 值减半

以避免重复计算同一路径的介数。部分情况下顶点

之间的最短路径数量可能达到指数量级，CONGEST

模型的信道限制将导致消息 𝑚𝑠𝑔 的发送无法在单

轮内完成。采用浮点表示形式来近似最短路径的数

量
[3]
可以通过引入适度的相对误差，确保消息大小

维持 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛) 。 

定理1.在算法 1 的最终输出中，变量 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑣) 

等于图 𝐺 中顶点 𝑣 的基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数中心

度。 

证明. Hoang等人
[4]
已经证明了Distributed-

APSP的正确性，并证明了对于每个源点 𝑠 ，顶点 𝑣 

的最短路径前驱 𝑢 记录的发送时间小于顶点 𝑣 的记

录的发送时间，即 𝑇𝑠(𝑢) < 𝑇𝑠(𝑣)。 

这里只需要证明算法 1 的第二阶段可以正确利

用APSP问题的结果获得基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数中心

度。根据基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数中心度的定义，源

点 𝑠 基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数中心度可以表示为公式

(2)的形式。 

在公式(2)中，其中顶点 𝑣 的累积 𝛿𝑠(𝑣)的表示

具体展示在公式(3)。其中集合 𝑆𝑢𝑐𝑠(𝑣) 的定义如

下：𝑆𝑢𝑐𝑠(𝑣) 包含顶点 𝑢 ，如果 𝑣 存在于 𝑠 和 𝑢 之

间的某条最短路径上，并且 𝑢 是 𝑣 的出邻居。直观

上，𝑆𝑢𝑐𝑠(𝑣) 是顶点 𝑣 的以 𝑠 为源点的最短路径的

后继集合。参考Brandes算法
[2]
，可以将公式(3)展

𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑣) = ∑ (∑
𝜎𝑠𝑡(𝑣)

𝜎𝑠𝑡
𝑓𝑆𝑃(𝑑𝑠(𝑡)) + 𝑔𝑆𝑃(𝑑𝑠(𝑣))𝑡∈𝑉∖{𝑠,𝑣} )𝑠∈𝑉∖{𝑣} = ∑ (𝛿𝑠(𝑣) + 𝑔𝑆𝑃(𝑑𝑠(𝑣)))

𝑠∈𝑉∖{𝑣}
  (2) 

𝛿𝑠(𝑣)  = ∑
𝜎𝑠𝑡(𝑣)

𝜎𝑠𝑡
𝑓𝑆𝑃(𝑑𝑠(𝑡))𝑡∈𝑉∖{𝑠,𝑣}                                                      (3) 

            = ∑ (
𝜎𝑠𝑢(𝑣)

𝜎𝑠𝑢
𝑓𝑆𝑃(𝑑𝑠(𝑢))𝑢∈𝑆𝑢𝑐𝑠(𝑣) +

𝜎𝑠𝑣

𝜎𝑠𝑢
∑

𝜎𝑠𝑤(𝑢)

𝜎𝑠𝑤
𝑓𝑆𝑃(𝑑𝑠(𝑤)))𝑤∈𝑉∖{𝑠,𝑣,𝑢}                     (4) 

            = ∑
𝜎𝑠𝑣

𝜎𝑠𝑢
(𝑓𝑆𝑃(𝑑𝑠(𝑢)) + 𝛿𝑠(𝑢))𝑢∈𝑆𝑢𝑐𝑠(𝑣)                                             (5) 
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开为公式(4)，进一步转化为𝛿𝑠(𝑣)的递归形式，在

公式(5)。 

这里现在采用归纳法证明，当 𝑡 = 𝑇𝑠(𝑣) + 1

时，𝛿𝑠(𝑣)满足公式(5)。首先证明基本情况成立。

假设某个源顶点 𝑠  到任意其他顶点的最大距离为 

𝐷𝑠。对于到源顶点 𝑠 距离为 𝐷𝑠 的顶点 𝑤𝐷𝑠
 ，由于

顶点 𝑤𝐷𝑠
其是距离源顶点 𝑠 最远的顶点，根据算法1

的第11-16行，𝑤𝐷𝑠
不会发送任何 𝑚𝑠𝑔 也不会对

 𝛿𝑠(𝑣)进行更新。因此在算法的执行的整个过程

中，𝛿𝑠(𝑤𝐷𝑠
) = 0。另一方面没有 𝑠 到其他点的最短

路径经过 𝑤𝐷𝑠
，因此 𝑆𝑢𝑐𝑠(𝑣)是空集，根据公式

(5)， 𝛿𝑠(𝑤𝐷𝑠
) = 0。 

基本情况已被证明，接下来的归纳步骤考虑与

源顶点  𝑠 距离为  ℎ + 1 的顶点  𝑤ℎ+1 ，其中  ℎ ∈

[0, 𝐷𝑠)，假设当  𝑡 = 𝑇𝑠(𝑤ℎ+1) + 1，𝛿𝑠(𝑤ℎ+1) 已经

满足公式(5)。这里需要证明在 𝑡 = 𝑇𝑠(𝑤ℎ) + 1时，

对于所有与源顶点 𝑠 距离为ℎ的前驱 𝑤ℎ  ，𝛿𝑠(𝑤ℎ)也

满足公式(5)。对于 𝑤ℎ+1 ∈ 𝑆𝑢𝑐𝑠(𝑤ℎ)，𝑤ℎ+1在 𝑡 =

𝑇𝑠(𝑤ℎ+1) + 1 时，𝛿𝑠(𝑤ℎ+1) 满足公式(5)，在 𝑡 =

𝑇𝑠(𝑤ℎ+1) 时发送消息。由于算法 2 中的发送时间的

设置，𝑇𝑠(𝑤ℎ) < 𝑇𝑠(𝑤ℎ+1)。因此在算法 2 的倒计时

中，当 𝑡 = 𝑇𝑠(𝑤ℎ) + 1，顶点 𝑤ℎ  已经接收到所有

对于源点 𝑠 的后继发送的消息。并且根据归纳假设，

这些后继在发送消息之前就已经满足公式(5)，因

此算法 1 的第 8 行，第 13 − 14 行，𝛿𝑠(𝑤ℎ) 能被正

确计算。也就是说，在𝑡 = 𝑇𝑠(𝑤ℎ) + 1 时，𝛿𝑠(𝑤ℎ) 

也满足公式(5)，完成归纳证明。顶点  𝑣 的累积

 𝛿𝑠(𝑣) 正确计算后，算法 1 的第 18 − 20 行的本地

计算参考公式(2)计算 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑣)。 

证毕. 

定理2.算法 1 的轮数复杂度为 𝑂(𝑛)，消息复

杂度为𝑂(𝑛𝑚) 。 

证明.算法 2 求解全源最短路径问题需要 𝑂(𝑛)

轮，因此有 𝑇max = 𝑂(𝑛)。算法 1 的第 2 − 3 行的轮

数为 𝑂(𝐷) ，而第 6 − 17 行的循环执行次数为 

𝑇max = 𝑂(𝑛) ，且每次循环所需轮数为 𝑂(1)。最

后，第 18 − 21 行的本地计算不涉及基于轮数的通

信。因此，算法 1 可以在 𝑂(𝑛) 轮内完成对 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑣)

的计算。 

关于消息复杂度，算法 2 每个轮数中最多需要

发送 𝑂(𝑚) 条消息，因此消息复杂度为 𝑂(𝑛𝑚)。由

于全局时钟的调度，算法 1 中的每个消息实际上也

对应算法 2 中的一个消息。因此，算法 1 的消息复

杂度为 𝑂(𝑛𝑚)。 

证毕. 

 

4.2 基于半值的分布式BC算法SMBC 

本节首先介绍一种用于计算基于半值的介数中

心度的基本算法，接着提出改进的MR-SMBC算法，

并给出其正确性证明及复杂度分析。 

算法 3. SMBC 
输入：𝐺(𝑉, 𝐸), 𝑃𝑖 , 𝑓𝑆𝑀 , 𝑔𝑆𝑀  

输出：对于 𝑣 ∈ 𝐺，顶点 𝑣 知道 𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣) 

1 计算图 𝐺 的顶点数 𝑛 

2 FOR 𝑘 ← 0 到 𝑛 − 1 DO 

3 将SPBC算法中的 𝑓𝑆𝑃(𝑑) 和𝑔𝑆𝑃(𝑑) 替换为 

𝑓𝑆𝑀(𝑑, 𝑘) 和 𝑔𝑆𝑀(𝑑, 𝑘) 

4 SPBC(𝐺) 

5 ENDFOR 

基于半值的介数中心度与基于𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦值的介

数中心度之间的关键区别在于辅助函数 𝑓和辅助函

数 𝑔 的输入参数。基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数中心度的

辅助函数中，输入参数仅包含距离 𝑑 ，而基于半值

的介数中心度的辅助函数则包含了额外的参数 𝑘。

为了得到正确的结果，参数 𝑘 最多可能从0遍历到

 𝑛 − 1。因此，为了实现基于半值的介数中心度的

分布式计算，可以直接采用一种基础方法，将算法

 1 重复执行 𝑛 次，每次迭代对应于辅助函数 𝑓 和

 𝑔  的不同 𝑘 值，该算法在算法 3 中展示。需要说

明的是，根据公式(1)，算法 3 的替换需要还验证

 𝑛 − 𝑑𝑠(𝑡) ≤ 𝑘 和 𝑛 − 𝑑𝑠(𝑡) ≤ 𝑘，空间限制没有在

伪代码中表现。然而，这种方法在理论上需要

𝑂(𝑛2) 轮才能完成计算。 

为了降低过高的轮数复杂度，我们希望改进的

分布式算法能够进行更多低时间成本的本地计算，

从而减少高时间成本的消息传递，即减少轮数复杂

度。基于这一想法，我们对公式(1)进行了变形，

得到如公式(7)所示的结果。累积 𝛿𝑠(𝑣, 𝑛) 的定义

如公式(8)所示，公式(9)展示其递归形态。 

上述公式变换的直接目的是公式(1)第一项中

两个求和循环的顺序，分别是源点 𝑠 的 𝑠 循环和半

值辅助函数 𝑓 计算中的 𝑘 循环。最终的目的是让每

个顶点的辅助函数的计算本地执行，不需要消耗额

外的轮数复杂度。基于公式(7)，本文提出MR-SMBC

（算法 4 ）。算法 4 保留了算法 1 的框架，假设已

知辅助函数 𝑓 和 𝑔 以及 𝐺 的大小。一旦到达特定

的时间点，顶点 𝑣 将本地首先完成 𝑘 循环计算（参

𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣) = ∑ 𝑃𝑘(∑
𝜎𝑠𝑡(𝑣)

𝜎𝑠𝑡
𝑓𝑆𝑀(𝑑𝑠(𝑡), 𝑘)𝑠,𝑡∈𝑉∖{𝑣}

𝑛−𝑑𝑠(𝑡)≤𝑘

+ ∑ 𝑔𝑆𝑀(𝑑𝑠(𝑣), 𝑘))𝑠∈𝑉∖{𝑣}

𝑛−𝑑𝑠(𝑣)≤𝑘
𝑘∈[0,𝑛−1]                                        (6) 

= ∑ 𝛿𝑠(𝑣, 𝑛)𝑠∈𝑉∖{𝑣} + ∑ ∑ 𝑃𝑘𝑔𝑆𝑀(𝑑𝑠(𝑣), 𝑘)𝑠∈𝑉∖{𝑣}
𝑛−𝑑𝑠(𝑣)≤𝑘

𝑘∈[0,𝑛−1]                               (7) 

𝛿𝑠(𝑣, 𝑛) = ∑ 𝑃𝑘 (∑
𝜎𝑠𝑡(𝑣)

𝜎𝑠𝑡
𝑓𝑆𝑀(𝑑𝑠(𝑡), 𝑘)𝑡∈𝑉∖{𝑠,𝑣}

𝑛−𝑑𝑠(𝑡)≤𝑘

)𝑘∈[0,𝑛−1] = ∑
𝜎𝑠𝑡(𝑣)

𝜎𝑠𝑡
(∑ 𝑃𝑘𝑓𝑆𝑀(𝑑𝑠(𝑡), 𝑘)𝑘∈[0,𝑛−1]

𝑛−𝑑𝑠(𝑡)≤𝑘

)𝑡∈𝑉∖{𝑠,𝑣}   (8) 

= ∑
𝜎𝑠𝑣

𝜎𝑠𝑢
(∑ 𝑃𝑘𝑓𝑆𝑀(𝑑𝑠(𝑢), 𝑘) + 𝛿𝑠(𝑢, 𝑛)𝑘∈[0,𝑛−1]

𝑛−𝑑𝑠(𝑢)≤𝑘
)𝑢∈𝑆𝑢𝑐𝑠(𝑣)                                (9) 
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考算法 4 的第 5 − 9 行），再继续传递消息继续完

成算法1的汇聚阶段。这项改进降低轮数复杂度，

消除了算法 3 中的 𝑛 次冗余遍历。 

算法 4. MR-SMBC 
输入：𝐺(𝑉, 𝐸), 𝑃𝑖 , 𝑓𝑆𝑀, 𝑔𝑆𝑀  

输出：对于𝑣 ∈ 𝐺，顶点 𝑣 知道𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣) 

1 重复 SPBC 算法的第1 − 4 行 

2 初始化𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣), 𝜙𝑠(𝑣, 𝑛), 𝛿𝑠(𝑣) ← 0，对每个 𝑠 ∈ 𝑉 ∖
{𝑣} 

3 FOR 𝑡𝑝 ← 𝑇𝑚𝑎𝑥 到 0 DO 

4 IF ∃𝑇𝑠(𝑣) = 𝑡𝑝 

THEN 

5 FOR 𝑘 ← 0 到 𝑛 − 1 DO 

6 IF 𝑛 − 𝑑𝑠(𝑣) ≤ 𝑘 

THEN 

7 𝑡𝑒𝑚𝑠(𝑣)+= 𝑃𝑘𝑓𝑆𝑀(𝑑𝑠(𝑣), 𝑘) 

8 ENDIF 

9 ENDFOR 

10 𝜙𝑠(𝑣, 𝑛) ← 1\𝜎𝑠𝑣(𝛿𝑠(𝑣) + 𝑡𝑒𝑚𝑠(𝑣)) 
sv 

11 𝑣 向 𝑁𝑖𝑛(𝑣)发送 𝑚𝑠𝑔(𝑑𝑠(𝑣), 𝑠, 𝜙𝑠(𝑣, 𝑛)) 

12 ENDIF 

13 WHILE 𝑣 接收 𝑚𝑠𝑔(𝑑𝑠(𝑢), 𝑠, 𝜙𝑠(𝑢, 𝑛)) DO 

14 IF 𝑑𝑠(𝑢) + 1 = 𝑑𝑠(𝑣) 

15 THEN 

16 𝜙𝑠(𝑣, 𝑛) ← 𝜙𝑠(𝑣, 𝑛) + 𝜙𝑠(𝑢, 𝑛) 

17 𝛿𝑠(𝑣) ← 𝛿𝑠(𝑣) + 𝜎𝑠𝑣(𝜙𝑠(𝑢, 𝑛)) 

18 ENDIF 

19 ENDWHILE 

20 ENDFOR 

21 FOR ∀𝑠 ∈ 𝑉 ∖ {𝑣} DO 

22 FOR 𝑘 ← 0到 𝑛 − 1 DO 

23 IF 𝑛 − 𝑑𝑠(𝑣) ≤ 𝑘 − 1 

THEN 

24 𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣)+= 𝛿𝑠(𝑣) + 𝑃𝑘𝑔𝑆𝑀(𝑑𝑠(𝑣), 𝑘) 
25 ENDIF 

26 ENDFOR 

27 ENDFOR 

根据下面给出的定理，可以确定算法 4 在获得

正确结果的同时，仅需 𝑂(𝑛) 的轮数复杂度即可完

成计算。 

定理3.在算法 4 的最终输出中，变量 𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣)

等于图 𝐺 中顶点 𝑣 的基于半值的介数中心度。 

证明. 算法 4 的基本过程类似算法 1 ，两者的

主要区别在于为了减少原先辅助函数计算所需的通

信轮数，算法 4 要求每个顶点在特定时间进行额外

的本地计算，参考算法 4 的第 5 − 9 行。这一子程

序使得顶点 𝑢 能够正确统计公式(9)中的
∑ 𝑃𝑘𝑓𝑆𝑀(𝑑𝑠(𝑢), 𝑘) 𝑘∈[0,𝑛−1]

𝑛−𝑑𝑠(𝑢)≤𝑘
项，并将 

1/𝜎𝑠𝑣(∑ 𝑃𝑘𝑓𝑆𝑀(𝑑𝑠(𝑢), 𝑘) + 𝛿𝑠(𝑢, 𝑛)
𝑘∈[0,𝑛−1]

𝑛−𝑑𝑠(𝑢)≤𝑘

) 

这项发给其对应源点 𝑠 的前驱 𝑣 ，具体过程与算法

 1 中顶点 𝑢 发送公式(5)中的 𝑓𝑆𝑃(𝑑𝑠(𝑢)) + 𝛿𝑠(𝑢)项

一致。因此根据定理 1 ，算法 1 可以正确计算累积

𝛿𝑠(𝑣)，算法 4 也能够正确计算累积𝛿𝑠(𝑣, 𝑛)，进而

得到正确的𝑏𝑐𝑆𝑀(𝑣)。 

证毕. 

定理4. 算法 4 的轮数复杂度和消息复杂度分

别为 𝑂(𝑛)和 𝑂(𝑛𝑚) 。 

证明.算法 4 根据定理 2 ，算法 1 的轮数复杂

度和消息复杂度分别为 𝑂(𝑛) 和 𝑂(𝑛𝑚)。而算法 4 

中对算法 1 的修改仅限于本地计算，并未影响通

信，因算法 4 的轮数复杂度和消息复杂度与算法 1 

一致。 

证毕. 

5 下界证明 
本节将借助两方通信复杂度，通过构造图中集

合不相交问题的通信复杂度下界，推导出基于

𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦值的介数中心度问题以及基于半值的介数

中心度问题在CONGEST模型下的通信复杂度下界。 

定义5
[19]

. (两方通信复杂度）给定两名参与者 

Alice和Bob，其中Alice拥有任意输入 𝑎，Bob拥有

任意输入 𝑏 。假设存在一个函数ℎ，其算法集记为

 𝒜 ，对于 𝒜 中的任意算法 𝑎𝑙𝑔 ∈ 𝒜，Alice和Bob

的输入分别为 𝑎 和 𝑏 。在使用算法 𝑎𝑙𝑔 时，Alice

和Bob交换的比数 𝐵𝑖𝑡(𝑎𝑙𝑔(𝑎, 𝑏))，则定义计算函数

ℎ所需交换的最小比特数为： 
𝐵𝑖𝑡(ℎ) = 𝑚𝑖𝑛

𝑎𝑙𝑔∈𝒜
𝐵𝑖𝑡(𝑎𝑙𝑔(𝑎, 𝑏)) 

假设存在一个图 𝐺(𝑉, 𝐸) 并将其分割为两个点

不相交的子图，分别称为图 𝐺𝐴(𝑉𝐴, 𝐸𝐴)和图

𝐺𝐵(𝑉𝐵, 𝐸𝐵)。图 𝐺 的顶点集合 𝑉 是 𝑉𝐴 和 𝑉𝐵 顶点集

合的并集，而图 𝐺 的边集合 𝐸 则由图 𝐺𝐴 的边集合

𝐸𝐴、图 𝐺𝐵 的边集合 𝐸𝐵 和两图之间的边集合 𝐸𝐶  组

成。具体来说，集合 𝐸𝐴 包含所有两个端点均属于

 𝑉𝐴 点集的边，集合 𝐸𝐵  的定义类似。集合 𝐸𝐶  则包

含所有两个端点分别位于 𝑉𝐴 和 𝑉𝐵 的边。Alice和

Bob分别持有 {𝐺𝐴, 𝐸𝐶} 和 {𝐺𝐵 , 𝐸𝐶}。Alice和Bob可以 

交换各自持有的信息并解决 𝑓𝑢𝑛𝑐′，进而解决图性

质函数 𝑓𝑢𝑛𝑐，基于这一关系，可以建立 𝑓𝑢𝑛𝑐 的轮

数复杂度和 𝑓𝑢𝑛𝑐′的两方通信复杂度之间的联系。 

定理5
[3]
.令 𝑓𝑢𝑛𝑐为图 𝐺 上的任意函数，且

 𝑓𝑢𝑛𝑐′为能够解决𝑓𝑢𝑛𝑐的另一函数。则有： 
𝐵𝑖𝑡(𝑓𝑢𝑛𝑐′)

2𝑐 ⋅ 𝐵
≤ 𝑅𝑜𝑢𝑛𝑑(𝑓𝑢𝑛𝑐) 

其中，𝐵𝑖𝑡(𝑓𝑢𝑛𝑐′)表示函数 𝑓𝑢𝑛𝑐′的两方通信

复杂度，𝑓𝑢𝑛𝑐′ 通常采用集合不相交问题；

𝑅𝑜𝑢𝑛𝑑(𝑓𝑢𝑛𝑐)表示函数 𝑓𝑢𝑛𝑐 的轮数复杂度；𝑐 为

图中 𝐸𝐶  的边数量；𝐵 为每条边每轮传递的比特

数，在CONGEST模型中，𝐵 为 𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑛)。 

本节剩下的部分将描述如何构造一个特定图，

并通过该图中两方集合不相交问题通信复杂度，归

约出基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数中心度问题在 CONGEST

模型下的轮数复杂度下界。因为半值为 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值
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的一般情况，该下界可以推广到基于半值的介数中

心度问题。 

构造的特定图中包含六个点集 𝐿、𝐿′、𝑅、𝑅′、

𝑀、𝑀′，每个点集包含 𝑁 个点。其中点集𝐿由点  

𝑙0、𝑙1...𝑙𝑁−1构成，点集𝐿′由点 𝑙0
′、𝑙1

′...𝑙𝑁−1
′ 构

成，点集 𝑅 由点𝑟0、𝑟1...𝑟𝑁−1构成，点集 𝑅′ 由点

𝑟0
′、𝑟1

′...𝑟𝑁−1
′ 构成，点集 𝑀 由点 𝑚0、𝑚1...𝑚𝑁−1

构成,点集 𝑀′由点𝑚0
′ 、𝑚1

′...𝑚𝑁−1
′ 构成。此外图

中还包含五个特殊点 𝑝、𝑞、𝑢、𝑣、𝑤。 

接下来介绍图中固定的边如何连接，在图中通

过实线边表示。点 𝑤 与点 𝑝、𝑣之间存在边连接，

而点 𝑝、𝑞、𝑣、𝑢依次构成一个环。 

点集 𝐿 和点 𝑝 构成一个团，即其中任意两点之

间都存在一条边连接。同理，以下的集合也都各自

构成团：点集 𝑅 和点 𝑞 ，点集𝐿′和点 𝑢 ，点集 𝑅′和

点 𝑣 。 

点集 𝐿 和 𝑀 中两个序号相同的点之间存在边

连接，该连接规也适用于以下集合：点集 𝑀 和

 𝑅 ，点集 𝐿′和 𝑀′，点集 𝑀′和 𝑅′。 

此外图中存在非固定的边，此类边是否存在取

决于两个集合，𝑋 和 𝑌，在图 2 中通过虚线边表

示。集合 𝑋 和 𝑌 均是集合 {0,1. . . . 𝑁2 − 1} 的子集。

如果元素𝑖不属于集合 𝑋，那么点 𝑙𝑖𝑚𝑜𝑑𝑁 与点 𝑙⌊𝑖/𝑁⌋ 
′  

存在一条边连接。同理如果元素 𝑖 属于不集合 𝑌 ，

那么点 𝑟𝑖𝑚𝑜𝑑𝑁  与点 𝑟⌊𝑖/𝑁⌋
′ 存在一条边连接。 

为了方便理解，图 2 展示 𝑁 = 2 且集合 𝑋 为

 {0,3}，集合 𝑌 为 {1,2} 的构造图例。 

为了利用定理5，我们将该构造图分割为𝐺𝐴和

𝐺𝐵：图 𝐺𝐴 的点集 𝑉𝐴 包含点集合 𝐿、𝐿′ 和点 𝑝、𝑢、

𝑤；而图𝐺𝐵的点集 𝑉𝐵  包含点集合 𝑅、𝑅′、𝑀、𝑀′和

点𝑞、𝑣。因此在该构造图中边集合 𝐸𝐶  包含点集 𝐿 

和𝑀之间的所有边，点集 𝐿′ 和 𝑀′之间的所有边以及

边 < 𝑤, 𝑞 > 、 < 𝑢, 𝑣 > 、 < 𝑤, 𝑣 >，边集合大小

为 𝑂(𝑁)。 

证毕. 

引理1.构造图中点 𝑤 可以根据集合 𝑋 和 𝑌 是否

相交，区分其基于𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦值的介数中心度𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑤)

与一常数值的大小关系： 

{
𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑤) =

1

6
+

2

9
𝑁 + 𝑐𝑔    𝑋 ∩ 𝑌 ≠ ∅

𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑤) >
1

6
+

2

9
𝑁 + 𝑐𝑔   𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

其中𝑐𝑔为一个特定常数。 

证明.回顾基于Shapley值的介数中心度的变换

公式： 

𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑤) = ∑ (
𝜎𝑠𝑡(𝑤)

𝜎𝑠𝑡
𝑓𝑆𝑃(𝑑𝑠(𝑡)) + 𝑔𝑆𝑃(𝑑𝑠(𝑣)))

𝑠,𝑡∈𝑉∖{𝑤}

 

其中 𝑓𝑆𝑃(𝑑) =
1

𝑑
, 𝑔𝑆𝑃(𝑑) =

2−𝑑

2𝑑
。下面分别讨论

不同情况下 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑤)各项的取值。 

首先是讨论 𝑓𝑆𝑃(𝑑𝑠(𝑡))
𝜎𝑠𝑡(𝑤)

𝜎𝑠𝑡
，简称 𝑓 项。观察

经过点 𝑤 的最短路径，只有点 𝑝 到点 𝑣 、点集 𝐿 

到点 𝑣、点集 𝑅′到点  𝑝、点集 𝐿 到点集 𝑅′之间的最

短路径可能经过 𝑤 ；而其他点对之间的最短路径

不会经过点 𝑤 。 

其中前三类最短路径不会受到集合𝑋和𝑌的影

响，必然经过点 𝑤。点 𝑝 到点 𝑣 之间的最短路径有

三条，其中一条经过 𝑤，长度为2。点集 𝐿 到点

 𝑣、点集 𝑅′到点 𝑝 中，每个点对之间的最短路径有

三条，其中一条经过 𝑤，长度为3。因此，这三类

最短路径对应的f项求和为 
1

3
∗

1

2
+ 2 ∗ 𝑁 ∗

1

3
∗

1

3
=

1

6
+

2

9
𝑁 

而点集 𝐿 到点集 𝑅′之间的最短路径则会受到集合

 𝑋 和 𝑌 影响。对𝑖 ∈ [0, 𝑁2 − 1]，假设元素 𝑖 不同

图 2 下界构造图 
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时属于集合 𝑋 和 𝑌。根据构筑图的定义，点 𝑙𝑖𝑚𝑜𝑑𝑁

与点 𝑙⌊𝑖/𝑁⌋ 
′  之间，点 𝑟𝑖𝑚𝑜𝑑𝑁与点 𝑟⌊𝑖/𝑁⌋

′  之间至少存在

一条边，那么 𝑙𝑖𝑚𝑜𝑑𝑁 与 𝑟⌊𝑖/𝑁⌋
′  的距离为3，并且最短

路径不经过点 𝑤。如图 2 ，元素0属于 𝑋 ，但不属

于 𝑌，点 𝑟0 与点 𝑟0
′ 之间存在边，𝑙0 可以通过 𝑙0 −

𝑚0 − 𝑟0 − 𝑟0
′ 到达 𝑟0

′ ，路径长度为3。同理，元素1

属于 𝑌 但不属于 𝑋 ,点 𝑙1 与点 𝑙0
′  之间存在边， 𝑙0 可

以通过 𝑙0 − 𝑙0
′ − 𝑚0

′ − 𝑟0
′到达 𝑟0

′，路径长度为3。而

 𝑙0经过点 𝑤 的路径长度至少为4，此时点集 𝐿 到点

集 𝑅′之间的最短路径不经过点 𝑤。 

反之，假设元素i同时属于集合 𝑋 和 𝑌，点

 𝑙𝑖𝑚𝑜𝑑𝑁 与点 𝑙⌊𝑖/𝑁⌋
′  之间，点 𝑟𝑖𝑚𝑜𝑑𝑁 与点 𝑟⌊𝑖/𝑁⌋

′ 之间均

不存在边，𝑙𝑖𝑚𝑜𝑑𝑁与𝑟⌊𝑖/𝑁⌋
′ 的距离为4。这是因为边

不存在使得之前描述的途径集合 𝑀 或者集合 𝑀′ 的

路径消失，图中不存在连通两点且长度为3的路

径。此时连通点 𝑙𝑖𝑚𝑜𝑑𝑁与点 𝑙⌊𝑖/𝑁⌋
′ ，经过点 𝑤 且长

度为4的路径，例如 𝑙0 − 𝑝 − 𝑤 − 𝑣 − 𝑟0
′，成为最短

路径。 

综上，如果集合 𝑋 和 𝑌 不相交，即没有任何元

素同时属于两个集合，那么点集 𝐿 到点集 𝑅′之间的

所有最短路径都不会经过点 𝑤，不会对 𝑓 项有任何

贡献，𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑤)的𝑓项为 
1

6
+

2

9
𝑁。如果集合 𝑋 和 𝑌 存

在元素相交，那么点集 𝐿 到点集 𝑅′之间的部分最短

路径经过点 𝑤，𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑤)的 𝑓 项根据公式必然大于

 
1

6
+

2

9
𝑁。 

最后，对于变换公式中的辅助函数 𝑔，对于任

意的源点 𝑠 ，无论集合 𝑋 和 𝑌 包含哪些元素，

𝑑𝑠(𝑤) 都不会发生任何变化，因此 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑤) 的 𝑔 项

恒定。为了方便，我们将辅助函数 𝑔 的结果设置为

一个常数 𝑐𝑔。综合对公式中各项的分析可以得到

𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑤) 在不同情况下的取值。 

证毕. 

定理6.在CONGEST模型下，求解基于𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦值

的介数中心度问题的轮数复杂度下界为 Ω(
𝑛

log 𝑛
+

𝐷)。 

证明.首先由于图中点集合的大小均为 𝑁 ，构

造图的点数量 𝑛 = 𝑂(𝑁)。Alice和Bob各自拥有一个

集合𝑋和𝑌，两个集合均为 {0,1, … , 𝑁2 − 1} 的子集,

其中每个元素是否存在可以通过二进制编码 {0,1} 

表示。因此Alice与Bob想要判断各自拥有的集合是

否不相交，他们至少需要交换 𝑁2 比特的信息
[20]

。 

根据引理 1 ，假设有一分布式算法 𝑎𝑙𝑔′试图获

得构造图中 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑤)与
1

6
+

2

9
𝑁 + 𝑐𝑔 的大小关系，那

么Alice和Bob可以通过集合𝑋和𝑌的集合不相交问

题模拟算法 𝑎𝑙𝑔′的下界。设集合不相交问题为

 𝑓𝑢𝑛𝑐′，基于𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦值的介数中心度求解问题为 

𝑓𝑢𝑛𝑐。已知𝐵𝑖𝑡(𝑓𝑢𝑛𝑐′) = Ω(𝑁2)，根据定理5可以

得到： 
𝐵𝑖𝑡(𝑓𝑢𝑛𝑐′)

2𝑐 ⋅ 𝐵
= Ω (

𝑁2

2𝑁 ⋅ log 𝑛
+ 𝐷) = Ω (

𝑛

log 𝑛
+ 𝐷) 

≤ Round(𝑓𝑢𝑛𝑐) 
其中𝑐为图中𝐸𝐶的边数量，𝑐 = 𝑂(𝑁)，同时因为在

构造图中𝑛 = 6𝑁 + 5，𝑐 = 𝑂(𝑛)。𝐵为每条边的拥

塞大小，𝐵 = 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛)。在网络中信息从一个节点

移动到另一个节点至多需要 𝑂(𝐷) 的时间，因此下

界包含额外的𝑂(𝐷)项。而仅判断 𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑤)与某一常

数大小关系的算法 𝑎𝑙𝑔′的复杂度下界，也是直接计

算𝑏𝑐𝑆𝑃(𝑤)的算法的复杂度下界。 

证毕. 

由于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值是半值的一种特殊情形，该下

界也适用于基于半值的介数中心度问题。结合MR-

SMBC的轮数复杂度，说明MR-SMBC已经近似最优。 

 

6 实验 
本节通过实验研究分析所提出的MR-SMBC算法

的各项属性。具体而言，实验分为以下部分：首先

对MR-SMBC算法的可扩展性进行考察，通过在不同

规模的问题实例上运行该算法，评估其在处理大规

模数据时的效率和资源消耗情况；随后探讨在不同

源点批次配置下MR-SMBC算法的性能表现，旨在为

实际应用提供最优的配置建议；接着对算法的通信

与计算开销分析，量化通信流量和计算时间，探讨

两者在整体运行时间中的占比及其对性能的影响；

将MR-SMBC算法与SPBC算法以及当前最先进的介数

中心度算法MRBC
[4]
的运行时间进行对比分析。对照

实验通过对SPBC算法和MR-SMBC算法在性能上的差

异进行评估，间接比较MR-SMBC算法与SMBC算法，

数据集 |V| |E| 无向或者有向 

PA(roadNet-PA) 1.08M 1.54M 无向 

CA(roadNet-CA) 1.96M 2.76M 无向 

WK(wiki-Talk) 2.39M 5.02M 有向 

LJ(soc-LiveJournal) 4.84M 68M 有向 

TW(twitter-2010) 41.65M 1.46B 有向 

UK(uk-2007-05) 105.90M 3.74B 有向 

表 2 实验数据集 
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从而说明MR-SMBC算法在实际运行时间上的优势。 

本研究的实验部分在一组高性能计算集群上进

行，该集群由16个服务器组成，每个服务器均配备

两颗24核、3.0GHz的IntelXeonGold6248R处理器和

256GB的DDR4内存。所有算法均在Gemini
[21]

上实

现。Gemini是一款高效的分布式图处理系统，通过

稀疏-稠密信号槽抽象、分块划分、双重表示、

NUMA优化和细粒度工作窃取等技术，实现低通信开

销、高内存效率和负载均衡。它具备高性能和可扩

展性，适用于大规模图数据处理。我们从SNAP
1
和

Webgraph
[22]

中选择了6个真实世界的图，包括社交

网络图、通信网络图以及路径网络图。表 2 显示了

这些网络的统计信息。另一方面，我们构造不同规

模的Barabási-Albert随机图，分别为BA_10M和

BA_100M，以测试算法性能，随机图名称中的数字

表示图的顶点数量。 

 

6.1 算法可拓展性测试 

为测试算法的可扩展性，本小节测试算法在不

同数量的主机上的性能表现差异。实验结果如图 3 

所示，具体来说，我们在三个现实世界图和两个不

 
1
 https://snap.stanford.edu/ 

同规模的BA随机图，BA_10M和BA_100M，上进行测

试。在每个图中随机选择128个顶点作为源点，并

以这些随机抽取的顶点为基础，采用MR-SMBC算法

计算所有的基于半值的介数中心度。实验分别使用

4、8、12和16个主机参与计算。图 3 的两个子图的

横轴表示主机数量，纵轴表示MR-SMBC算法所消耗

的总时间。需要额外说明的是，对于随机图BA100M

和现实世界图UK，因其规模相对较大，当主机数量

较少时，计算博弈论介数中心度等复杂度较高的计

算任务时，可能会出现内存不足的情况。 

本小节结果表明，在处理以上图的大多数情况

下，增加主机数量都能显著提高算法的运算效率，

尤其是在大规模图中更为明显。例如，在BA_10M图

中，当主机数量从4个增加到16个时，总计算时间

显著下降，表明算法在并行计算中的优势得到了充

分发挥。然而，随着主机数量增加到一定阈值，例

如从12个增加到16个时，效率提升速度显著减缓，

甚至在某些图中，算法完成的总时间反而增加。 

产生这一现象的主要原因在于：当主机数量较

少时，通信成本低，且可以充分利用多机优化以提

升读写效率。当主机数量过多时，各主机之间的复

图 3 可拓展性测试 

图 4  源点批次测试 
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杂通信所需的时间将影响算法整体效率，导致收益

递减。具体而言，通信方面，主机数量的增加使得

每轮主机之间的通信次数上升，通信时间显著增

加；计算方面，尽管主机数量的增加在理论上能够

提高计算能力，但在实验中主机数量的线性增加并

不意味着计算时间的线性降低。关于计算和通信的

时间消耗在MR-SMBC算法中所占的比例的更具体分

析将在后续部分提供，以便于进一步理解不同因素

对算法性能的影响。 

综上所述，实验结果表明，在合适的主机数量

范围内，MR-SMBC算法的可扩展性得到了验证。然

而，在特定的阈值之后，主机数量的增加可能并不

会导致性能的进一步提升，反而可能因为通信开销

的增加而导致效率下降 

6.2 源点批次测试 

本小节讨论MR-SMBC算法选择的源点批次和算

法效率的关系。由于硬件限制，MR-SMBC算法在实

际应用中无法一次性并行处理所有源点。因此在现

实应用场景中，针对目标源点集，我们通常将其随

机划分为多个小集合，按批次处理。尽管在算法设

计中通常会优先选择一次性处理更多的源点以提高

并行性，但在CONGEST模型或其他信道带宽有限的

分布式环境中，过多的源点同时参与计算，可能导

致信道拥塞，而部分信道则未得到有效利用，造成

负载不均衡，这种情况下更大的批次反而会降低整

体算法的效率。 

为了验证这一现象是否存在，本节测试MR-

SMBC算法在处理不同大小的源点批次时的效率变

化。具体来说，我们选择了两个BA图和两个现实世

界图，统计采用16机，随机选择128个点作为源

点，并将这些点分成8、16、32、64和128等不同规

模的批次。每次MR-SMBC算法仅处理当前批次内的

源点，并记录128个源点全部计算完毕所需的时

间，从而计算每个源点的平均时间消耗。实验结果

如图 4 ，其中横轴表示不同的源点批次数量选择，

纵轴表示平均每个源点的时间消耗。 

图 4 的结果展示算法的耗时与源点批次之间的

关系：所有实验结果表明，随着批次规模的增加，

平均每个源点的时间消耗呈下降趋势，虽然下降的

幅度存在差异。该结果验证了在特定硬件条件下，

MR-SMBC算法同时处理更多源点的确是一种更高效

的选择。此外，随着批次规模的增加，效率提升的

程度（即曲线的斜率绝对值）也逐渐减小，这暗示

在批次规模达到一定程度后，继续增加批次规模所

带来的效率提升可能会减缓。 

 

6.3 算法效率测试以及通信-计算占比分析 

本小节通过实验验证本文算法的性能优势。实

验结果表明：1)在传统介数中心度计算方面，本文

提出的算法性能与MRBC算法相当；2)在基于半值的

图 5 MRBC 算法，SPBC 算法和 MR-SMBC 算法的通信-计算时间占比 
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介数中心度计算方面，MR-SMBC算法相较于SMBC算

法能够实现线性级别的加速。 

SMBC算法需要执行 𝑂(𝑛)次SPBC算法，实验中

使用的图的顶点数 𝑛 至少为百万级别。而SPBC算法

在当前配置下每次运行时的时间消耗需要常数秒。

因此，直接计算SMBC算法的资源消耗过高且没有实

际意义。事实上，SMBC算法可以看作是SPBC算法的

重复调用。我们不直接比较MR-SMBC算法和SMBC算

法，而是将SPBC算法与MR-SMBC算法的运行时间进

行对比，以展示MR-SMBC算法相对于SPBC算法的优

势。因此为达成第二个实验验证目标，我们选择证

明相比于SPBC算法的总执行时间，MR-SMBC算法仅

需要相较于总时间极少量的额外时间即可完成基于

半值的介数中心度计算，明显优于执行 𝑂(𝑛) 次

SPBC算法的SMBC算法。 

本小节选择两个随机图、两个社交网络图以及

两个路径网络图进行测试。每个图中随机选择128

个顶点作为源点，使用16个主机分别测试MRBC，

SPBC和MR-SMBC算法的性能。实验通过算法的执行

时间来衡量性能。每组实验重复三次，最终结果如

图 5 所示。为了进一步分析算法表现，采用不同颜

色的柱状图表示算法不同部分所消耗的时间。图中

的白色部分表示算法的通信时间，黑色部分表示算

法的计算时间，两者之和为算法的总时间。 

需要注意的是，通过记录Gemini中相应通信接

口函数的处理时间来测量通信时间，而计算时间则

是从总运行时间中减去通信时间得到。因此，极少

量的计算或内存访问时间可能会被误计入通信时

间。为了简化分析，我们没有对算法的轮数进行比

较，因为在相同实验条件下，两个算法的轮数是相

同的。 

观察MRBC算法与SPBC算法的结果。在总执行时

间方面，MRBC算法与SPBC算法大致持平。两者之间

微小的差异主要来源于计算时间，这是由于SPBC算

法在计算基于 𝑆ℎ𝑎𝑝𝑙𝑒𝑦 值的介数中心度时需要额外

计算辅助函数，而计算传统介数中心度时不需要。

另一方面，两个算法的通信时间基本相同，这与理

论分析的结果一致。 

观察SPBC算法和MR-SMBC算法的结果，MR-SMBC

算法和SPBC算法的时间差异通常不到5%，且大部分

时间差异也基本来自于计算时间。例如，在

BA_100M图上，SPBC算法的计算时间和通信时间分

别为34.82秒和15.5秒，而MR-SMBC算法的计算时间

和通信时间分别为41.74秒和13.42秒。对于SPBC算

法，MR-SMBC算法的额外开销主要来自于对辅助函

数𝑓和𝑔的计算，通信开销几乎没有变化。 

进一步分析不同类型图的MR-SMBC算法的计算

时间和通信时间占比，可以发现不同图在这两者的

占比上存在显著差异。例如，在人工生成的随机图

BA_100M中，计算时间占比约为70%，而在路径图PA

中，计算时间占比仅为5%。这主要是因为两种图的

结构特点不同：虽然BA_100M的顶点数量较多，但

由于其优先连接高阶顶点的生成策略，其直径较

小；而PA图的规模仅为BA_100M的1%，但由于路径

图的特性，其直径较大。这导致了两者在计算时间

与通信时间占比上的截然不同。 

值得注意的是，即使是同规模的社交网络图，

如UK，其计算与通信时间占比也与BA_100M有较大

区别。这在一定程度上说明，BA随机图的生成策略

在模拟现实社交网络时存在局限性。现实社交网络

中复杂的互动关系，通常无法通过单一的生成规则

准确模拟，这使得BA随机图在某些社交图的模拟中

并不贴切。 

 

7 总结 
本文提出了一种新的分布式算法MR-SMBC，专

门用于计算无权图中的基于半值的介数中心度。该

算法基于经典的CONGEST模型，其轮数复杂度为

𝑂(𝑛)。此外本文证明了该问题的轮数复杂度下界，

表明MR-SMBC算法在CONGEST模型下达到了近似最优

的性能。在实验部分，对真实世界图和人工生成图

进行了广泛的测试。结果表明，与传统的基础算法

相比，MR-SMBC算法能够实现线性级别的加速，显

著提升了计算效率。 

未来的工作将集中在以下方面：对MR-SMBC算

法进行进一步的优化，以降低其在特定类型图（如

稠密图或特定拓扑结构的图）中的轮数复杂度。这

一优化将通过利用适应性策略和并行计算方法来实

现，旨在增强算法在不同图结构中的适用性，提高

其在实际应用中的效率和准确性。 

其次，我们希望将该算法扩展到加权图和动态

网络中，以便更好地适应现实应用场景。此外，针

对动态网络的实时更新，我们也会考虑设计增量式

的更新机制，以提高算法的灵活性和响应速度。 

 

致 谢 本文的计算工作在华中科技大学高性能计算

公共服务平台上完成。
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Background 
In various fields—such as social sciences, biology, 

transportation, and computer science—networks play a crucial 

role. Among the many properties of networks, centrality 

measures have been a key research focus, with betweenness 

centrality being one of the most widely studied. Betweenness 

centrality helps identify vertices that play a pivotal role in the 

dissemination of information. A vertex with high betweenness 

centrality is often a bottleneck or bridge within the network, 

serving as a crucial link between different components. For 

example, in social networks, users with high betweenness 

centrality are typically key connectors between distinct social 

groups and act as hubs for information flow. 

However, in some scenarios, the standard betweenness 

centrality measure may not accurately identify critical vertices. 

For instance, in network defense against unpredictable 

adversaries, protecting vertices with high betweenness centrality 

may not always be the best strategy. To address such challenges, 

the concept of game-theoretic betweenness centrality has been 

proposed, combining game theory to better identify important 

vertices in specific situations. Despite its potential, the 

computation of game-theoretic betweenness centrality requires 

significant computational resources, which makes it difficult to 

implement on a single machine. 

Therefore, designing efficient algorithms for game-theoretic 

betweenness centralities in distributed environments is of 

paramount importance. Although there exist sequential 

algorithms for game-theoretic betweenness centrality, their direct 

application in distributed settings results in high round complexities. 

In this paper, we first introduce a basic implementation of a game-

theoretic betweenness centrality algorithm based on Shapley values 

in the classic CONGEST model. Moreover, we also discuss the 

trivial high-complexity algorithms for betweenness centrality based 

on semi-values under the same model. To improve efficiency, we 

propose the MR-SMBC algorithm, a low-round complexity 

algorithm for semi-value-based betweenness centrality, which 

reduces the need for multiple traversals and significantly decreases 

the number of rounds required. Additionally, the lower bound of the 

distributed semi-value-based betweenness centrality problem using 

the two-party communication complexity framework, showing that 

the proposed algorithm is near-optimal. Experimental results on 

large-scale real-world networks and synthetic random graphs 

demonstrate that MR-SMBC achieves linear speedup compared to 

the trivial algorithms. 
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