
SCIENTIA SINICA Informationis

中国科学 : 信息科学 2022年 第 52卷 第 5期: 784–803

c⃝ 2022《中国科学》杂志社 www.scichina.com infocn.scichina.com

评述

图数据中极大团枚举问题的求解: 研究现状与挑战

许绍显1,2,3,4, 廖小飞1,2,3,4, 邵志远1,2,3,4*, 华强胜1,2,3,4, 金海1,2,3,4

1. 华中科技大学计算机科学与技术学院, 武汉 430074

2. 大数据技术与系统国家地方联合工程研究中心, 武汉 430074

3. 服务计算技术与系统教育部重点实验室, 武汉 430074

4. 集群与网格计算湖北省重点实验室, 武汉 430074

* 通信作者. E-mail: zyshao@hust.edu.cn

收稿日期: 2021–05–10; 修回日期: 2021–07–06; 接受日期: 2021–09–01; 网络出版日期: 2022–04–14

国家自然科学基金 (批准号: 61972444, 61832006, 61825202, 61702202) 资助项目

摘要 随着大数据时代的到来, 图数据挖掘成为了一个热门的研究方向. 极大团枚举 (maximal clique

enumeration, MCE) 作为图论中的一个基本问题, 在很多领域都有着广泛的应用. 然而, 鉴于极大团枚

举问题本身的复杂性以及现实图数据规模的飞速增长, 在现实图数据上进行极大团枚举是很耗时的.

目前已经有大量的工作对该问题的求解算法进行改进,或采用各种计算优化方法减少算法的运行时间.

本文就极大团枚举问题做了如下工作: 对现有的极大团枚举问题的研究工作进行了分类归纳; 对极大

团枚举问题的研究现状进行了详细介绍;对该问题进一步发展所面临的挑战和发展方向进行了讨论和

展望.
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1 引言

在大数据时代, 随着计算机技术和互联网技术的飞速发展, 之前常用的数据结构和数据处理方式

已经不能适应各行各业中产生的海量数据信息. 图作为一种更加灵活和复杂数据结构, 在描述个体属

性、个体间关系及群体特征等方面有着极大的优势, 越来越受到人们的重视. 极大团枚举 (maximal

clique enumeration, MCE) 问题是图论中的一个基本问题, 与图论中的许多关键问题都有着紧密的联

系, 诸如着色问题 [1]、独立集问题 [2] 等, 而且在生物 [3∼8]、化学 [9]、社交网络 [10∼12]、无线通讯 [13] 等

领域都有着极高的应用价值. 文献 [7] 在生物图上使用极大团枚举来发掘相关的基因. 文献 [8] 通过极

大团枚举以及对极大团重叠部分和非重叠部分进行分析来预测蛋白质间的互相作用. 文献 [9] 用极大

团枚举来发掘化学结构间的公共部分从而进行分析.文献 [12]利用极大团枚举在不同类型的图上进行
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社区发现. 文献 [13] 提出了一种基于极大团的节点聚类协议, 其在负载均衡、鲁棒性等方面有着更好

的效果. 文献 [14] 在空间地理图上使用极大团枚举算法发掘图中的并置模式 (co-location pattern). 文

献 [15] 使用极大团的大小和数目等信息评估其算法在生成股票关联图 (stock-correlation networks) 上

的效果.

长期以来, 人们对极大团枚举算法的研究取得了大量成果. 但数据规模的增长和各种并行技术的

发展, 为极大团枚举问题带来了许多新挑战和新发展. 就极大团枚举问题, 本文做了如下工作:

• 对现有的极大团枚举问题的研究工作进行了分类归纳.

• 详细介绍了各种不同的枚举算法, 以及各种计算方面的优化手段.

• 对该问题进一步发展所面临的挑战和发展方向进行了讨论和展望.

本文的其余部分组织如下: 第 2 节介绍极大团枚举问题的定义; 第 3 节说明我们对各项工作的分

类依据以及分类结果; 第 4 节详细介绍极大团枚举问题在算法上的发展历史; 第 5 节详细介绍极大团

枚举算法在计算方面的各种优化手段; 最后, 在第 6 节对现有算法的不足以及该问题进一步发展所面

临的挑战进行了讨论, 对该问题之后的发展方向进行了展望.

2 极大团枚举 (MCE) 问题定义

本节将介绍有关无向图、完全图、团的相关知识, 并给出极大团枚举问题以及一些衍生问题的

定义.

无向图 (undirected graph). 一般用符号 G = (V,E) 表示图. 其中顶点集 V = {v1, v2, . . . , vn},
表示图中共有 n个顶点; 边集 E = {(vi, vj) | vi, vj ∈ V }是由顶点的二元组组成的集合,对于图中任意

两个顶点 vi, vj ∈ V , 若两点间有边连接, 则 (vi, vj) ∈ E, 否则 (vi, vj) /∈ E. 无向图中, 边是没有方向之

分的, 即若有 (vi, vj) ∈ E, 则必有 (vj , vi) ∈ E, 且 (vi, vj) 与 (vj , vi) 指同一条边.

子图 (subgraph). 对于图 G = (V,E) 和 G′ = (V ′, E′), 若 V ′ ⊆ V 且 E′ ⊆ E, 则称 G′ 是 G 的

子图.

诱导子图 (induced graph). 对于图 G = (V,E) 和 G′ = (V ′, E′), 若 V ′ ⊆ V , E′ = {(vi, vj) |
vi, vj ∈ V ′ 且 (vi, vj) ∈ E}, 则称 G′ 是以 V ′ 为顶点集的诱导子图, 即对于 V ′ 中的任意两个顶点, 只

要它们在 G 中有边, 则在 G′ 中一定有边.

无向完全图 (complete undirected graph). 在无向图 G = (V,E) 中, 若对于任意 vi, vj ∈ V , 都

有 (vi, vj) ∈ E, 即任意两顶点间都有边连接, 则称 G 为无向完全图. 若存在 G′ 是 G 的子图, 且 G′ 是

完全图, 则称 G′ 是 G 的完全子图.

团 (clique). 在无向图 G = (V,E)中,对于顶点集 C ⊆ V ,且对于任意 vi, vj ∈ C,都有 (vi, vj) ∈ E,

则称 C 为图 G 中的一个团. 以 C 为顶点集的诱导子图 G′ 为图 G 的完全子图.

极大团 (maximal clique, MC). 在无向图 G = (V,E) 中, 有团 M , 若不存在 v ∈ (V \M), 使得

对任意 u ∈ M , 都有 (v, u) ∈ E, 则称团 M 为极大团. 也就是说不存在一个团外的顶点与该团中的所

有顶点都有一条边, 也即该团不能被更大的团所包含.

根据团和极大团的定义可以看出,图 1(a)中, {1, 2, 3, 4}和 {4, 5}为极大团;图 1(b)中, {1, 2, 3, 4, 5},
{1, 6}, {2, 7}, {5, 8}, {6, 7, 8} 为极大团. 图 1(a) 将在介绍 BK (Bron-Kerbosch) 算法时 (在 4.1.1 小节)

再次使用; 图 1(b) 将在介绍输出敏感算法时 (4.1.2 小节) 再次使用.

在有了极大团的概念后, 我们可以给出极大团枚举 (MCE) 问题的定义: 给定一个无向图, 枚举出

图中全部的极大团.
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图 1 两个简单的示例图

Figure 1 Two simple example graphs. (a) a 2-MC graph; (b) a 5-MC graph

在 1965年, MOON和 MOSER [16] 严格证明了一个图可能包含的最多的极大团数目 f(n)和图的

顶点数目 n 有着直接的数学关系: 对于一个有 n 个顶点的图, 最多有 3(n/3) 个极大团. 极大团问题的

计数版本 (MC counting) 是一个 #P-complete 的问题 [17], 而枚举要比计数更难 [18].

除了极大团枚举问题外,在图数据上还有一些相关的问题,如极大独立集枚举问题、最大团问题、k

团问题, 这里也给出他们的定义和部分相关文献.

一个图中的极大独立集与其补图中的极大团一一对应,因此极大独立集枚举问题是极大团枚举问

题的对偶问题.

极大独立集 (maximal independent set). 在无向图 G = (V,E) 中, 若有顶点集 U , 对于任意

v, u ∈ U , 都有 (v, u) /∈ E, 则称 U 为独立集. 若对任意 p ∈ (V \U), 都存在 vi ∈ U , 且 (p, vi) ∈ E, 则称

独立集 U 为极大独立集. 极大独立集枚举问题 [19, 20] 的定义为: 给定一个无向图, 枚举出图中全部的

极大独立集.

最大团 (maximum clique). 最大团是图的所有团中包含顶点数最多的团, 最大团本身也一定是

一个极大团. 对于图 1(b) 的例子, {1, 2, 3, 4, 5} 为其最大团. 最大团问题 [21] 的定义为: 给定一个无向

图, 找出图中的最大团.

k 团 (k-clique). 包含 k 个顶点的团. k 团问题 [22, 23] 的定义为: 给定一个无向图, 找到所有包含

k 个顶点的团.

3 相关工作分类

基于本文所综述的文章,我们将从算法 (algorithm)和计算 (computation)两大方面对当前的研究

现状进行详细介绍. 在算法方面, 我们将介绍对枚举策略本身进行研究和改进的相关工作. 在计算方

面, 我们将介绍通过各种计算优化手段 (如图划分、并行等), 提升给定 MCE 算法运行效率的相关工

作. 本节中, 我们将首先说明我们对各项工作的分类依据以及分类结果, 然后对本文提到的、可计算时

空复杂度的算法的复杂度进行一个汇总.

3.1 算法分类

算法方面涉及的工作及其分类如图 2 [24∼51] 所示. 首先我们根据算法是否只针对特殊结构的图进

行划分. 在特殊图中, 如平面图 (planar graph)、弦图 (chordal graph)、有维度限制的方形图 (graphs of

bounded boxicity) 等, 它们的极大团数目上限是线性级的或多项式级的 [24∼26], 而且借助其特殊结构,
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可以更快地枚举出其所有极大团 [27∼29]. 对于一般图的算法, 我们根据其针对的是静态图、动态图还

是不确定图, 将相关工作进行划分. 静态图上的算法更加关注如何快速的将图中所有的极大团枚举出

来; 动态图上的算法 [30∼35] 则更关注在图发生变化时, 如何高效地对之前的枚举结果进行维护和更新;

而不确定图中, 每条边都有一个存在概率, 除了要枚举极大团外, 还要计算极大团存在的概率 [36, 37].

在动态图上维护更新极大团枚举结果的工作由 Stix 在 2004 年首次提出 [30], 对于图中的一条新

增边 u → v, Stix 对包含 u 的极大团和包含 v 的极大团进行笛卡尔积 (Cartesian product), 生成新图

中所有可能存在的极大团并一一验证. 2017 年, Sun 等 [33] 将其策略改进为对包含 u 或 v 的原有极

大团进行扩展. Cheng 等 [31] (5.1.1小节)提到了如何在他们提出的特殊结构 H*-graph上更新极大团.

Xu等 [52] (4.1.1小节)也涉及了如何利用他们的枚举方法和数据结构来进行极大团更新. Das等 [34, 35]

则首先精确地抽取出受到更新影响的子图, 并在子图上应用枚举算法找到新的极大团, 同时, 他们理

论分析了极大团集合由新增边导致的变化程度的界限以及他们算法的时间复杂度.这里我们简要介绍

了动态图上的极大团相关工作, 但其涉及到的方法和技术与极大团枚举本身有着较大的不同, 后文中

我们将会把关注点放在一般静态图上的极大团枚举, 这也是极大团相关问题的基础和主要研究方向.

对一般静态图上的枚举算法,我们可以根据其搜索策略将之分为广度优先搜索算法与深度优先搜

索算法, 具体细节会在第 4 节进行详细介绍. 广度优先搜索算法目前有 Kose [38] 提出的一种从小团开

始不断合并的算法, 以及 Yu 等 [39] 提出的一种类似遍历边的算法. Kose 和 Yu 提出的算法每次都会

扩展所有能被扩展的团, 因此我们将之归入广度优先搜索算法.

深度优先搜索算法则可以根据其搜索树的构成进一步分为以图的顶点作为搜索树节点的算法,以

及以极大团作为搜索树节点的算法. 前者通过递归回溯的方式,每次递归将一个点加入当前的团结构,

并且还需要其他两个集合分别保存能被加入当前团的点和已经加入过当前团的点,分别代表着接下来

需要探索的情况和已经被探索过的情况. 该类算法由 Bron 和 Kerbosch [40] 在 1973 年首次提出, 因此

也被称为 BK 算法.

以极大团作为搜索树节点的算法则通过定义一种极大团间的父子关系构建极大团枚举树,其可以

保证两个连续输出之间的时间间隔 (也被成为延迟) 为多项式级别, 而总的枚举时间与最终输出的极

大团个数有关, 因此被称为输出敏感算法. BK 算法和输出敏感算法都会对每一个可能的分支路径深

入到不能再深入为止, 因此我们将其归入深度优先搜索算法.

3.2 计算优化分类

鉴于极大团枚举问题本身的难度, 其在算法上的每一次进步都非常不易. 相较而言, 利用图划分、

并行、位运算等各种手段, 使算法的计算过程更加贴合现有的计算资源, 减少算法整体运行时间的工

作会稍多一些,我们将这些工作称为计算优化 (computation optimization). 根据各工作的主要特征,将

其分为 3 大类, 具体的分类情况如图 3 [31,53∼68] 所示 (图中论文间的连线表示后者与前者的工作有相

似或继承之处, 每个分类内, 各工作按照时间顺序排列, 有关的具体内容会在第 5 节中进行介绍).

下面我们依次说明各类别的含义: (1) 分而治之 (partition based optimization): 分而治之作为一

种常见的缩减问题规模的手段, 其在极大团枚举问题上也被大量使用; 该类中的工作通过图划分技术,

将整个图上的极大团枚举问题, 划分为各个子图上的极大团枚举问题; 并且根据划分次数, 我们又将

其细分为单级划分 (single-level decomposition)和多级划分 (multi-level decomposition), 单级划分指只

会对输入图进行一次划分并得到一系列子图, 多级划分则会对第 1 次划分后得到各个子图再进行一

次或多次划. (2) 运行时优化 (runtime optimization): 除了图划分外, 还有一些用工作偷取、数据并

行原语等手段进行并行运算的工作, 我们将其归为运行时优化. (3) 频繁操作优化 (frequent operation
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Algorithms for maximal 

clique enumeration 

On static graphs On dynamic graphs

Using depth-first-search Using breadth-first-search

Nodes of the search tree are 

vertices of the graph

Nodes of the search tree are 

maximal cliques of the graph

2004 Stix [30]

2010 Cheng [31]

2015 Xu [32]

2017 Sun [33]

2019 Das [34]

2020 Das [35]

2001 Kose [38]

2017 Yu [39]

2019 Yu [51]

1977 Tsukiyama [42]

2004 Makino [43]

2013 Chang [44]

2015 Comin [45]

2016 Conte [46]

1973 Bron [40]

2001 Koch [47]

2004 Tomita [41]

2006 Du [48]

2014 Xu [49]

2019 Li [50]

On special graphsOn general graphs

1965 Fulkerson [24]

1985 Chiba [27]

1992 Jerrum [28]

1993 Blair [29]

1995 Prisner [25]

2003 Spinrad [26]

On uncertain graphs

2016 Mukherjee [36]

2019 Li [37]

图 2 MCE 算法的分类

Figure 2 The classification of MCE algorithms

optimization): MCE 问题中最频繁的操作就是集合运算, 有一些工作利用用位邻接矩阵或位向量表示

工作集, 减小了工作集的大小、提升了集合运算速度, 这些工作被归为频繁操作优化.
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Divide and conquer

Multi-level decompositionSingle-level decomposition

Computation optimizations

Frequent operation

optimization Runtime optimization

2009 Wu [54] 
2014 Svendsen [55]

2010 Lu [56]
2010 Eppstein [53] 

2010 Cheng [31]

2011 Cheng [57] 

2017 Manoussakis [58]

2019 Manoussakis [59]

2012 Cheng [60] 

2016 Conte [61] 

2016 Chen [62]

2009 Schmidt [63]

2017 Lessley [64] 

2018 Das [65] 

2005 Zhang [66]

2014 Dasari [67] 

2018 Segundo [68] 

图 3 MCE 计算优化工作的分类

Figure 3 The classification of computation optimizations on MCE

除了图 3中的作为归类依据的主要特征外,我们在表 1 [31, 53∼68] 中展现了各计算优化工作涉及的

其他特征, 包括执行方式、图划分方式和顶点排序方式. 划分方式中, 按邻域划分指的是, 以一个顶点

及其邻域为顶点集的诱导子图作为一个子问题; 其他划分方式也会在 5.1 小节中详细介绍. 顶点排序

中, 退化度排序详见 5.1.1 小节中对 Eppstein [53] 工作的介绍, 其他排序方式有按顶点度数排序、按顶

点三角形计数排序等.

3.3 算法时空复杂度

我们在表 2 [40∼46,53,58,59] 中将本文提到的可计算时空复杂度的算法的复杂度进行一个总合,由于

很多工作只是进行了计算优化, 无法或没有给出时空复杂度的证明, 表中只列出了部分算法. 其中预

处理时间 (preprocessing time) 指读入数据、构建所需数据结构的时间, 延迟 (delay) 指输出敏感算法

中两个连续输出间的时间间隔, 枚举时间 (enumeration time) 指从开始枚举到枚举出所有极大团所需

的时间, 存储空间 (space) 指除了输入图的存储外, 算法所需的额外存储空间.

4 算法的发展历程

有关极大团枚举的最早工作可以追溯到 20 世纪 50 年代, Harary 等 [69] 提出通过团结构分析目

标的社会关系.接下来许多前辈也进行了极大团相关的研究 [70∼73]. 虽然他们研究的问题不同,但本质

都涉及到极大团枚举问题. 在此之后, 随着极大团在不同领域得到应用, 极大团枚举问题也成为了一

个被广泛研究的问题.本节中,我们将依照 3.1小节中的分类,对极大团枚举算法的发展历程进行详细

介绍.

4.1 深度优先搜索算法

基于深度优先搜索的 BK系列算法和输出敏感算法是最早被提出的两种极大团枚举算法,下面我

们将分别对两者的枚举方法、算法特点, 以及相关的算法改进工作进行详细说明.
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表 1 各计算优化工作的执行方式、图划分方式, 以及顶点排序方式 (SMP 代表共享内存并行)

Table 1 The execution model, graph partition method and vertex ordering method of each computation optimization
work (SMP stands for shared memory parallel)

Execution model Graph partition method Vertex ordering method

Serial SMP Distributed Neighborhood Other means Degeneracy Other means

Wu [54] √ √

Svendsen [55] √ √ √

Lu [56] √ √

Eppstein [53] √ √ √

Cheng [31,57] √ √

Manoussakis [58, 59] √ √ √

Cheng [60] √ √

Conte [61] √ √

Chen [62] √ √

Schmidt [63] √

Lessley [64] √

Das [65] √ √ √ √

Zhang [66] √

Dasari [67] √ √ √

Segundo [68] √ √ √

4.1.1 BK 系列算法

BK 算法. 1973 年, Bron 和 Kerbosch [40] 提出了第 1 个递归回溯算法来枚举无向图中的极大团.

该算法使用了 3 个集合来辅助枚举: (1) R 集 (结果集), 该集合保存了当前找到的团, 随着递归深入移

入顶点, 或随着回溯移出顶点; (2) P 集 (候选集), 该集合保存了所有可以加入当前团的顶点, 即 P 中

的顶点与 R 中的每个顶点都相邻; (3) X 集 (禁止集), 该集合保存了所有已经加入过 R 的顶点, 即当

前状态下所有包含 X 中顶点的团都生成过了. 当 P 和 X 都为空时, R中的顶点就是构成一个未被发

掘过的极大团, P 为空表明不再有顶点能被加入 R, X 为空保证了 R 是极大的、不重复的.

BK 算法的伪代码如算法 1 所示, 其中 N(v) 表示输入图 G 中点 v 的邻居 (不含 v). 算法每层递

归中, 首先判断当前团 R 是否为极大团, 如果是则进行输出 (line 1, 2); 否则依次对候选集 P 中的点

v 进行扩展 (line 4); 将 v 加入 R, 并更新 P 和 X, 保证其中的点与 R 中每个点都相连, 扩展后的结果

作为输入传入下层递归 (line 5); 递归返回后, 将点 v 移入 X(line 6, 7), 代表该分支已探索完.

Algorithm 1 BK(R,P,X)

1: if P = ϕ and X = ϕ then

2: R is a maximal clique;

3: end if

4: for v ∈ P do

5: BK(R ∪ v, P ∩N(v), X ∩N(v));

6: P = P \ v;

7: X = X ∪ v;

8: end for
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表 2 算法时空复杂度 a)

Table 2 Time and space complexity of the algorithmsa)

Preprocessing time Delay Enumeration time Space

Bron-Kerbosch [40] O(m) – Unbounded O(n+ q∆)

Tomita [41] O(m) – O(3n/3) O(n+ q∆)

Eppstein [53] O(m) – O(d(n− d)d/3) O(n+ d∆)

Tsukiyama [42] O(n2) O(nm) αO(nm) O(n2)

Makino [43] O(n2) O(n2.37) αO(n2.37) O(n2)

Chang [44] O(m) O(∆h3) αO(∆h3) O(m)

Comin [45] O(n5.37) O(n2.09) αO(n2.09) O(n4.27)

Conte [46] O(mL) O(min(mk, qk)L) αO(min(mk, qk)L) O(d)

Manoussakis [58] O(m+ poly(d)n) O(poly(d)) αO(poly(d)) O(αq)

Manoussakis [59] O(m+ poly(d)n) O(poly(d)qd∆) αO(poly(d)qd∆) O(poly(k))

a) n = number of vertices, m = number of edges, ∆ = max degree, α = number of maximal cliques, d = degeneracy

of the graph, q = largest clique size, L = logO(1)(m + n), poly(·) = a polynomial of ·, h = the smallest integer such that

|{v|v ∈ V, |N(v)| > h}| 6 h.
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图 4 BK 算法在图 1(a) 上的搜索树

Figure 4 The search tree of BK algorithm on Figure 1(a)

BK 算法在图 1(a) 上的搜索树如图 4 所示. 从中可以看出, 虽然 BK 算法的形式非常简洁, 但缺

少剪枝手段, 会产生很多重复的搜索分支, 即使对于极为简单的图 1(a), 其搜索树仍然比较复杂.

BKpivot算法. 2001 年, Koch [47] 提出了一种选取中心点 (pivot) 的方法, 可以大大减少 BK 算法

搜索树的分支. 其指出: 每层递归中, 可以在 P 集中选取一个中心点 ut, 在之后的扩展中 (算法 1, line

4) 就只需要处理 ut 以及与 ut 不相邻的点即可. 这一点很容易证明: 对于任意极大团 C, C 要么包含
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ut (和 ut 的邻居), 要么不包含; 对于包含 ut (和 ut 邻居) 的极大团, 可以在将 ut 加入 R 后的分支中

得到; 而对于其他的极大团, 可以在对 ut 的非邻居的扩展中得到.

2004 年, Tomita 等 [41] 给出了一种选取中心点的方式, 并证明了其算法 BKpivot 在最坏情况下的

时间复杂度为 O(3(n/3)). 算法中, 其选择 P 和 X 集的所有点中, 在 P 集中的邻居数量最多的点作为

中心点, 这样的选择可以让候选集中与中心点不相邻的点尽量少, 即选出中心点后的搜索分支尽量少.

例如图 4 中根节点处会选择顶点 4 作为中心点, 而图 1(a) 中所有点都与点 4 相邻, 因此接下来的 for

循环中就只需处理点 4 一个点, 使得原来的 5 个搜索分支减少为了 1 个.

2006年, Du等 [48] 利用三角形是所有大小大于 3的极大团的基础结构, 用三角形邻域 σ(v) (所有

可以与 v 和 v 的邻居组成三角形的点) 代替了之前的邻域 N(v), 对 P 集做出了额外限制, 减少了其

中的顶点数量,对搜索树进一步剪枝. 作者还实现了算法的并行版本,其将一个顶点及其邻域 N(v)作

为一个基础任务, 每个处理器按照一个简单的序号映射关系负责多个基础任务, 这也是首个按邻域并

行的算法. 但其并没有针对并行的特点进行额外优化, 负载不均衡等问题使得其在 30 个处理器上相

比 1 个处理器只能达到平均 7 倍的加速.

2014 年, Xu 等 [49] 在 Eppstein [53] 工作 (在 5.1.1 小节进行详细介绍) 的基础上, 减小了算法中

参与交集操作的顶点数目. 原有的 BK 算法在对点 v 进行扩展时, 会用当前的 P 集与 v 的邻居做

交集操作以形成新的 P 集 (算法 1, line 4), 但是当我们有了特定的顶点顺序且是在某个顶点的邻域

上进行枚举时, 该步操作的集合大小可以通过如下方法进行缩减: 假设在顶点 v 的邻域上进行枚举,

在将点 u 加入团进行扩展时, 只需要让 P 集与点 u 的邻居中序号大于 v 的部分进行交集即可, 即

candidate∩{w|w ∈ N(u), IDw > IDv}. 除此之外, Xu等还提出了一种基于 k-core [74] 的顶点排序方式.

其实验显示, 与退化度排序和顶点度排序相比, 该排序方式在多个数据集上都有着更好的效果 (总枚

举时间更短). 最后, 作者以按邻域划分的方式构建了其算法的分布式版本.

2018 年, Segundo 等 [68] 发现, 用位向量表示集合, 虽然可以加速交集运算, 但会使 pivot 选取过

程花费更长的时间. 为了更好地发挥位向量的作用, 其对顶点排序方式和 pivot 选取方式进行了修改.

其改用最大度优先排序: 在给顶点排序时, 每次删去度最大的顶点并同时删除其边, 顶点的删除顺序

即为新的顶点排序. 在进行了排序后, 作者直接选取禁止集中的第 1 个顶点作为 pivot (在禁止集为空

时, 选取候选集的第 1 个顶点). 因为按照排序策略, 越靠前的顶点度越大, 该算法期望一个在整个图

中邻居更多的顶点, 也同样在候选集中有更多的邻居. 实验也表明, 虽然这样的策略可能选取的 pivot

不是最优的, 使后续要探索的分支增多, 但极大的优化了 pivot 的选取速度, 能够带来总体上的性能提

升. 在 DIMACS 数据集中的 40 个图上, 作者提出的算法在 36 个例子上, 比 BKpivot 快了 1.2∼20 倍.

BKrcd算法. 2019 年, Li 等 [50] 观察到这样一个现象: 在采用了 Eppstein 提出的退化度排序并

对输入图进行按邻划分后 (相关内容在 5.1.1 小节进行详细介绍), 得到的子图中存在着大量的稠密子

图. 而之前的 BK 算法都采用自底向上的策略进行枚举, 即从零开始, 每次扩展一个点加入团. 这样

的策略在稀疏图上更为高效, 而在这些稠密子图上, 会增加不必要的递归深度: 对于稠密子图, 可能只

需要剔除少量的顶点就可以找到一个极大团,因此一种自顶向下的枚举策略会更适用于这样的稠密子

图. 基于此, Li 提出了 BKrcd 算法, 其伪代码如算法 2 所示.

与 BKpivot 相反, BKrcd 每次尝试从候选集中剔除一个邻居最少的点 (line 5), 从而期望剩余的部

分成为一个团 (line 4), 并对被剔除的部分 (被剔除的点及其邻域) 递归的使用 BKrcd 以保证枚举出所

有的极大团 (line 6). 与其他 BK 算法相比, BKrcd 还在循环结束后多了一步验证操作, 即验证 P 是一

个非空的、不重复的团 (line 10), 这样 R 和 P 就一起组成了一个极大团. 对于稠密图而言, 其初始结

构更接近于团结构, 采用这种 “自顶向下” 的枚举策略可以更快地以更少的步数找到极大团. 为了使
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Algorithm 2 BKrcd(R,P,X)

1: if P = ϕ and X = ϕ then

2: R is a maximal clique;

3: end if

4: while P is not a clique do

5: Choose v ∈ P , which minimize N(v) ∩ P ;

6: BKrcd(R ∪ v, P ∩N(v), X ∩N(v));

7: P = P \ v;

8: X = X ∪ v;

9: end while

10: if P ̸= ϕ and N(P ) ∩X = ϕ then

11: R ∪ P is a maximal clique;

12: end if

BKrcd 和 BKpivot 分别发挥各自的优势, 作者还分析计算了 BKrcd 的适用条件, 并构建了 MCEhybrid

算法: 对不同的子图根据判断条件应用 BKrcd 或者 BKpivot.

4.1.2 输出敏感算法

除了 BK 系列算法, 输出敏感算法也是一种深度优先搜寻算法, 但其通过定义一种极大团间的父

子关系来构建极大团枚举树, 保证两个连续输出之间的时间间隔 (也被称为延迟) 为多项式级别. 这

种算法的总枚举时间与最终输出的极大团个数有关, 因此被称为输出敏感算法. 首个输出敏感算法是

Tsukiyama 等 [42] 在 1977 年提出的, 其延迟为 O(nm), n 为顶点数, m 为边数.

在给出极大团的父子关系前, 我们首先需要介绍一个基础操作, 补全 (complete), 该操作被用于计

算包含团 S 的、字典顺序最大 (这里将字典序靠前的称为字典序大的, 例如 “123”>“14”) 的极大团,

简写为 C(S). 该操作可以通过从 S 中任选一个点 v, 按从小到大的顺序依次尝试将 v 的邻居加入 S

来构成新的团的方式完成.

对于极大团的父子关系, 我们首先给出根极大团的定义, 然后给出极大团间父关系的定义, 最后

说明子极大团的计算方式. 根极大团 K0: 图中字典序最大的极大团为根极大团, 根极大团没有父亲.

父关系: 若有极大团 K, K 的父亲为 P (K) = C(K6i−1), 其中 K6i−1 = K ∩ {v1, . . . , vi−1}, i 要取使
C(K6i−1) ̸= K 的最大值, 这样的 i 也被称为 K 的父索引, 被记为 i(K).

K 的父亲 P (K) 是通过 K6i−1 补全得到的, 反过来, K 就可以通过 P (K)6i ∩N(vi) ∪ {vi} 补全
得到. 于是我们定义极大团 K 的子节点为 K[i] = C(K6i ∩N(vi)∪ {vi}), 并且为了让每个极大团都有
唯一的父索引, 规定 i 需要满足如下 4 个条件: (a) vi /∈ K; (b) i > i(K); (c) 父极大团中序号小于等于

i且与 vi 相邻的点就是子极大团中所有序号小于等于 i− 1的点, 即 K[i]6i−1 = K6i ∩N(vi); (d)由父

极大团中序号小于 i 且与 vi 相邻的点经过补全后得到的团, 和父极大团两者中序号小于 i 的点是一

致的, 即 K6i = C(K6i ∩N(vi))6i.

以图 1(b)为例,我们可以得到如图 5所示的极大团枚举树. 其中 {1, 2, 3, 4, 5}为图 1(b)中字典序

最大的极大团,作为枚举树的根节点. 计算K0的子节点时,对于 i = 6可得, K0[6] = C({1, 2, 3, 4, 5}66∩
N(6) ∪ {6}) = {1, 6}, i 为 7 和 8 时同理. 计算 K1 的子节点时, 对于 i = 7 可得, K1[7] = C({1, 6}67 ∩
N(7)∪{7}) = {6, 7, 8};对于 i = 8, C({1, 6}68∩N(8)∪{8}) = {6, 7, 8},而 {6, 7, 8}68−1 ̸= {1, 6}68∩N(8),

不满足条件 (c).

矩阵法. 2004 年, Makino 等 [43] 对子节点 i 值需要满足的 4 个条件中的 (c) 和 (d) 进行了细化扩
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图 5 图 1(b) 对应的极大团枚举树

Figure 5 The enumeration tree of maximal cliques corresponding to Figure 1(b)

展, 使得其可以通过矩阵运算得出符合条件的值, 保证了延迟为 O(n2.37). 2015 年, Comin 等 [45] 改进

了 Makino 的工作, 能够通过矩阵 (Makino 的矩阵为方阵, Comin 的矩阵为矩形矩阵) 一次计算多个

极大团的所有子节点, 将延迟降低到了 O(n2.09), 但是会占用更多的内存.

枚举森林. 2013 年, Chang 等 [44] 提出了枚举森林的概念, 来代替枚举树. 对于父极大团的定义,

其加入了 K6i−1 ̸= ϕ 的限制, 即如果一个极大团中 id 最小的点没有 id 更小的邻居 (包括不在该极大

团中的邻居)时, 这个极大团就没有父节点. 这切断了部分极大团间的父子关系,使得原有的枚举树成

为了枚举森林. 这一改进大大降低了输出敏感算法的启动时间 (即寻找图中根极大团的时间). 除此之

外, 作者还对高低度顶点采取了不同的处理方式. 通过这两种方式使得算法延迟达到 O(∆h3), ∆是最

大度数, h 是使 |{v|v ∈ V, |N(v)| > h}| 6 h 成立的最小的整数.

2016 年, Conte 等 [46] 在枚举森林的基础上, 通过非递归的深度搜索方式, 显著降低了算法的空间

开销. 之前的输出敏感算法都是递归式的, 随着图规模的增长, 递归深度和递归的内存占用会急剧增

加. 为了避免递归造成的内存爆炸, 作者不再采用递归的方式来保存搜索状态, 而是以时间换空间: 每

次都根据极大团的父子关系, 计算出下一步的 (或需要回退到的) 搜索状态, 其中用到了逆向搜索 [75]

的相关思想.这样的方式虽然引入了额外的计算开销,但显著减小了程序的内存占用,使其能处理更大

规模的图. 作者在论文中指出, Eppstein的算法 [53] (在 5.1.1小节进行详细介绍)比他们平均快 3.7倍,

但同时要多消耗 878.9 倍的内存.

4.2 广度优先搜索算法

除了深度优先搜索的 BK系列算法和输出敏感算法外,也有一些工作采用广度优先搜索的方式来

枚举极大团, 但相关工作要远少于深度优先搜索. 与深度优先搜索算法类似, 广度优先搜索算法也可

以被进一步划分为以极大团为中心的算法和以顶点为中心的算法.

以极大团为中心. 2001 年, Kose 等 [38] 提出了第 1 个广度优先搜索的极大团枚举算法. 其用到了

这样一个事实: 如果两个 n-clique 有 n − 1 个公共顶点, 则有可能合并为一个 (n + 1)-clique. 举例来

说, 对于两个有着 3 个公共顶点的 4-clique, C1{1, 2, 3, 4} 和 C2{1, 2, 3, 5}, 如果存在 C3{1, 2, 4, 5}, 则
C1, C2, C3 可以合并成为一个 5-clique 1, 2, 3, 4, 5. 于是, Kose 提出的算法从 2-clique 开始, 合并出所

有 3-clique, 再合并出所有 4-clique, 一步步往下进行, 直到无法产生新的团为止. 该算法提供了一种极

大团枚举算法的新思路, 避免了原始 BK 算法中的大量重复工作 (当时 BKpivot 算法还没被提出), 而

且该算法能按照顶点数量从小到大的顺序输出所有的极大团, 但是其需要存储所有的 k-clique 用于枚

举出 (k + 1)-clique, 占用大量的内存.
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以顶点为中心. 2017 年, Yu 等 [39] 提出另一种广度优先搜索的极大团枚举算法, 其以类似遍历边

的方式构建极大团, 理论上在大型稀疏图上有 O(|E|) 时间复杂度. 其设计了一种新的数据结构, 候选

团映射表 (candidate map, CM), 用有序列表的方式保存所有的候选团. 在构建 CM 时, 对图中每个点

v, 遍历所有序号小于自身的邻居 u, 尝试将 v 加入以 u 为头顶点的所有团中, 或者用以 u 为头顶点

的团和 v 的小邻居做交集来构建新的团. 在筛选和去重方面, Yu 采用树结构来存储已经枚举出的极

大团. 如果两个极大团有着公共的起始部分, 则它们在存储树中会共享这部分的路径. 例如, 极大团

1, 2, 3, 4 和 1, 2, 3, 5 有着公共的起始部分 1, 2, 3, 则它们在存储树中会共享路径 1 → 2 → 3, 并在节点 3

后分别构建并列的叶子节点 4 和 5. 但鉴于构建 CM 的操作本身较为复杂, 作者指出这种方法仅适用

于稀疏图, 如果一个点的邻居过多, 构建 CM 的时间会大幅提升. Yu 在 2019 年对自己的工作进行了

改进 [51], 使用位集合来存储邻居, 用位操作来进行集合运算, 减小了存储和计算开销. 其还引入了顶

点排序手段对搜索树进一步剪枝.

5 计算优化相关工作

除了改进算法本身, 通过各项计算优化手段降低算法运行时间也非常重要. 本节将会按照 3.2 小

节给出的分类, 依次对分而治之、运行时优化、频繁操作优化的相关工作进行详细介绍.

5.1 分而治之 (partition based optimization)

在极大团枚举问题上, “分”指的是将整个输入图进行划分, “治”指的是在划分后的子图上应用已

有的枚举算法. 根据划分次数, 相关工作可以被进一步分成单级和多级两类, 单级划分只会对输入图

进行一次划分得到一系列子图, 多级划分则会对子图再进行一次或多次划分.

5.1.1 单级划分

2009 年, Wu 等 [54] 通 MapReduce 将输入图划分成多个子图, 然后在子图上进行极大团枚举. 划

分阶段, 对每个顶点 k, 获取 k 的一跳邻居 N(k) 以及两跳邻居 N(N(k)) 的信息, 以构建子图 Gk
sub,

为了去重, 在挖掘子图 Gk
sub 时, 只输出以 k 为最大顶点的极大团. 在子图中枚举极大团时, Wu 借用

了 BKpivot 算法. 但其划分后的子图存在部分冗余信息,会导致重复工作,而且没有考虑负载均衡的问

题, MapReduce 框架本身也会导致大量的中间结果和较大的通讯成本, 这些问题使得其在使用 64 个

reducers 时与 BKpivot 算法相比仅能实现数倍的加速效果.

2010年, Lu等 [56] 采用随机划分顶点集的方式, 提出了一种在非共享的机器集群上运行的分布式

枚举算法. 其首先将顶点划分成多个固定大小的顶点集 {Si}, 文中讨论了两种划分方式, 一是将相邻

顶点尽可能划分在一起, 二是随机划分. 后者虽然会导致生成的诱导子图更大, 但前者会导致严重的

负载不均衡, 相比而言, 随机划分的整体效果会更好. 在有了 {Si} 后, 就可以生成以 Si 及其邻域为顶

点集的诱导子图 G′(Si), 并将子图送到不同的计算节点进行计算. 但分布式环境下得出的结果需要经

过筛选, 这个后处理过程是非常耗时的, 甚至需要花费枚举阶段数倍至数十倍的时间.

2010年, Eppstein等 [53] 将退化度 (degeneracy) [76] 引入了极大团枚举问题,改善了按邻域划分后,

子问题规模相差过大以及去重繁琐的问题.退化度的定义是: 如果图的顶点存在一种序列,使得以任意

顶点及其前驱为顶点集的诱导子图中, 该顶点的度都不超过 k, 则 k 能取到的最小值称为该图的退化

度, 对应的序列即为退化顺序 (degeneracy ordering). 退化顺序可以在线性时间内快速的计算出来 [77].

在计算出退化顺序后, 就可以将一个点的邻域分为两部分: N+(v) 表示 v 的邻居中序号大于 v 的部
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分, N−(v) 表示 v 的邻居中序号小于 v 的部分. 接下来对每个顶点及其邻域应用 BKpivot 算法时, 就

可以将 N+(v) 作为初始候选集, 将 N−(v) 作为初始禁止集. 而且经过这样的划分, 每个点的 N+(v),

相比 N(v) 而言, 会变得均匀很多而且小很多.

2010年, Cheng等 [31] 提出了H*-graph的概念,通过图划分的方式,解决无法放入内存的大型图的

极大团枚举问题. 对于图 G(V,E), 定义顶点集 H = {v | v ∈ V, d(v) > h} 且 |H| = h, 而且图中剩余顶

点的度数都不超过 h. H+ = H∪ N(H), GH+ 为 H+ 的诱导子图, GH+ 中去掉 N(H) 间的边就得到

了 GH∗ . 经过实验, H*-graph 中边的数量仅为整个图的 12%∼15%, 而且该比例还会随着整体顶点数

量增加而下降. 2011 年, Cheng 等改进了图划分的方式 [57], 对于静态图, 每次顺序选取一组顶点形成

顶点集 B, 用以生成 GB∗ . GB∗ 的生成方式与 GH∗ 一致, 只不过将顶点集 H 替换为了 B. 这样的方

式, 避免了重复对图 G 进行遍历, 而且可以并行的生成所有的 GB∗ , 方便与现有的并行算法进行结合.

2014 年, Svendsen 等 [55] 使用特殊的顶点排序手段, 改善了 MapReduce 上子问题间的重复计算

问题以及负载不均衡问题. 其首先规定, 在点 v 及其邻域上进行枚举的 Reducer 只输出以 v 为最小顶

点的极大团. 在这样的规定下, 可以看到 v 的序号越大,对应 Reducer中输出的极大团就越少; 所以对

于一个包含更多极大团的 N(v), v 的序号应该更大以输出较少的极大团, 反之 v 的序号应该更小. 但

由于精确计算 N(v) 中包含的极大团个数与极大团枚举问题本身差别不大, 所以作者采用了两种简单

的排序方式进行近似: 按度排序和按三角形计数排序.

2017 年, Manoussakis [58] 通过退化度排序和按邻域划分, 提出了一种延迟只与退化度 d 有关的输

出敏感算法, 但其需要存储所有已经枚举出的极大团用于筛选去重. 其算法首先计算顶点的退化度排

序, 然后生成以每个顶点和序号大于它的邻居作为点集的诱导子图, 在每个诱导子图上都采用已有的

输出敏感算法进行极大团枚举,最后再对枚举出的团进行筛选.在筛选过程中,其将枚举出的团视为一

个由顶点编号构成的字符串, 并利用字符串问题中的后缀树 [78] 来判断该团是否为重复的或非极大的

(由顶点序号组成的字符串在后缀树中是否有匹配项).作者还在 2019年提出了另一种筛选机制 [59],对

于一个在以 vi 和其邻居中序号大于它的点作为点集的诱导子图中的极大团 C, 如果原图中存在一个

序号小于 vi 且与 C 中点都相邻的点, 则 C 在原图中是非极大的. 新的筛选机制计算开销要比后缀树

的方式大, 但并不要求存储已经枚举出的极大团, 可以针对任务规模选取不同的方式.

5.1.2 多级划分

2012年, Cheng等 [60] 提出了一种基于成本模型的嵌套划分方法,改进了自己之前的工作,在一定

程度上兼顾了内存限制与枚举效率. 作者指出, 枚举过程中, 集合的交集操作是一个不可忽视的开销,

而划分后的子图越小, 在其上的交集开销也会更小, 但同时也会使得子图数量更多. 为此, 作者构建了

一个成本模型用于确定合适的子图规模. 在有了成本模型后, 整个图划分过程被分为两层, 第 1 层为

了减小 IO 开销, 在能放入内存的情况下构建尽可能大的子图, 第 2 层为了减小 CPU 开销, 将第 1 层

构建的子图通过成本模型, 进一步划分成一系列更小的子图. 其实验表明, 该方法与 Eppstein 等 [53]

提出的方法相比, 消耗的内存要小数倍, 性能方面要比 Eppstein 慢一个数量级左右.

受到 Cheng 工作的影响, 有一些工作进一步挖掘了多级划分的优势. 2016 年, Conte 等 [61] 提出

了一种递归式的两级划分方法. 第 1 级划分会将整个顶点集中的非高度顶点的抽取出来, 第 2 级将第

1 级抽取出来的顶点进一步划分成大小适合的块 (子图) 并在其上应用已有的枚举算法. 而对于剩余

的高度顶点部分, 在将非高度顶点划分出去之后, 高度顶点的度数会大幅降低, 于是可以对原来的高

度顶点部分再执行相同策略的划分和枚举,不断递归直到处理完所有顶点. 除此之外, Conte还以子图

的不同特征 (包含顶点数、边数、退化度等) 作为输入, 以不同的图存储方式和不同算法在其上的枚举
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时间作为结果训练出了一个决策树以期望对不同的子图应用最优的存储方式和枚举算法,来进一步发

挥各自的优势. 其实验结果也显示了该决策树是有效的.

同样在 2016年, Chen等 [62] 提出了一种嵌套邻域划分的极大团枚举算法. 其思路是,首先以图中

的每个点及其邻域形成诱导子图, 将这些子图放入一个待处理队列, 然后开始枚举过程. 枚举过程中,

每次从待处理队列中取出一个子图,选取其中度数最小的点 u,并将子图进一步划分为两部分: 一部分

为该子图中 u 和其邻居形成的诱导子图; 另一部分为该子图中去掉 u 和 u 的边后的剩余部分. 对于

第 1 部分, Chen 又将其分为 3 种情况进行处理: 当其为一个极大团时, 进行输出; 当其包含的顶点数

目小于一个阈值时, 对其进行极大团枚举; 若都不符合则将其放入待处理队列尾部. 对于剩余部分, 则

继续选取其中度数最小的点并按照上面的方式划分, 直到某次划分后, 剩余部分为一个极大团. 输出

该极大团后, 从队列中拿取新的任务 (子图) 进行下一轮计算.

5.2 运行时优化 (runtime optimization)

2009 年, Schmidt 等 [63] 提出了一种基于搜索树分解的并行方法, 是一个并行版的 BKpivot 算法,

并且使用了 “工作偷取 (work stealing)” 的动态负载均衡方法. 其使用了栈来模拟递归过程, 从而显式

的保存搜索状态 (BK 算法的搜索树节点) 以实现并行和负载调度. 工作偷取的具体措施是: 空闲的线

程会以随机轮询的方式拿取其他线程的栈底的一个或多个搜索树节点作为自己接下来的工作.其实验

表明, 该方式能达成近乎完美的负载均衡, 并且有着极好的扩展性, 但由于其复杂的动态负载均衡策

略和栈操作的开销, 该方法的总运行时间可能并不理想.

2017年, Lessley等 [64] 用数据并行原语 (data-parallel primitives, DPPs)在共享内存、多核架构下

实现了 Kose 等 [38] 算法. 作者还通过 hash 操作加速了判断两个团是否共享顶点的过程: 将 k-cliques

合并成 (k + 1)-cliques 时, 其首先对 k-cliques 的后 k − 1 个点进行 hash 运算; 有着相同 hash 值的团

(极) 可能会共享 k− 1 个顶点, 这样可以减少尝试合并团时的搜索范围. 因此选择的 hash 算法的优劣

(产生的 hash 碰撞越少越好) 会直接影响该枚举方法的性能. 除此之外, 作者还利用了 GPU 进行加速

(但作者并没有给出其在 GPU 上的任务分配方式和具体实现方法), 这一系列方法虽然极大的提高了

Kose 算法的枚举效率, 但仍没有解决其对于内存的极高需求.

2018 年, Das 等 [65] 提出了一种基于共享内存并行的极大团枚举方法, 对 BKpivot 进行了细粒度

并行化. 将 BKpivot 并行化的第 1 个关键是选取 pivot, 这个是比较简单的, 原有的操作是依次计算候

选集和禁止集中的点在候选集中的邻居个数, 其中是没有依赖关系的, 可以直接将循环展开进行并行

计算. 第 2 个关键是扩展过程的并行化, 原有的操作是依次对 pivot 和 pivot 的非邻居进行扩展, 期间

会更新候选集和禁止集, 无法直接并行. 文中采用的方法是, 首先对图中有所顶点进行排序, 这样每一

步顶点都是按序存储的, 这样在扩展某个顶点时, 就可以将序号比该点小的点直接从候选集移入禁止

集, 打破了原有的依赖关系, 就可以将循环展开进行并行计算. 这样就得到了并行的 BKpivot. 文章还

测试了不同顶点排序方式对于并行效果的影响.

5.3 频繁操作优化 (frequent operation optimization)

加速频繁操作是一种很直接的优化思路, 在极大团枚举问题中最频繁的操作就是集合运算. 采用

基于位的数据结构可以使集合运算变为位运算, 是加速集合运算的一种有效手段, 其也被应用在极大

团枚举问题中.

2005 年, Zhang 等 [66] 采用位向量的方式表示点的邻居和团的公共邻居, 优化了 Kose 等 [38] 算法

的效率, 但并没与解决内存需求的问题.
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表 3 极大团枚举问题的常用测试数据集

Table 3 Commanly used graph datasets in the MCE problem

Graph # vertex # edge # MC Graph # vertex # edge # MC

com-Youtube 1134890 2987624 3265956 cit-Patents 3774768 16518947 14787032

web-Google 875713 4322051 1417580 wiki-talk 2294385 4659565 86333306

as-skitter 1696415 11095298 37322355 email-EuAll 265009 420045 377751

roadNet-CA 1965206 2766607 2537996

表 4 最近的有代表性的 MCE 方法在表 3 所列数据集上的计算时间 (秒)

Table 4 The computing time (s) of recent and typical methods for the MCE problem over the graphs in Table 3

Dataset
PECO

Xu [49] Wu [54]
Hashing ParMCE CMC-bit MCEhybrid

Svendsen [55] Lessley [64] Das [65] Yu [39] Li [50]

com-Youtube 7.02 982 58 3.34

cit-Patents 113 8.50 2868 3.27 133 17

web-Google 126 5.84 1178 32 1.90

wiki-talk >10000 219 >10000 62 241

as-skitter >8140 140 >10000 45 128

email-EuAll 2.24 4.24 0.23

roadNet-CA 0.27 17 0.59

2014 年, Dasari 等 [67] 用局部位邻接矩阵代替邻接表, 减小了工作集的大小, 提高数据局部性, 并

且加速了集合的交集运算. 在经过退化度排序后, 假设顶点 v 有 p 个大于它的邻居 N+(v) 和 x 个小

于它的邻居 N−(v), 由于不需要 N−(v) 间的边信息, 构建出的局部位邻接矩阵大小为 (p+ x)p 位. 此

外还需要对 N+(v)和 N−(v)中的顶点序号进行一次映射,将 N+(v)中的序号映射到 [0, p− 1], N−(v)

中的序号映射到 [p, p+ x− 1]. 采用同样的映射, 为候选集也构建为一个 p 位的位向量. 为了进一步减

少工作集的大小, 当候选集中点的个数减到 128 和 32 个 (此为实验得出的经验值) 时, 会以相同方式

重新构建局部位邻接矩阵.

6 总结与展望

我们在表 3 中给出了部分极大团枚举问题上最常用的测试数据集1), 它们都是来自不同领域的现

实图数据. 表 4 中列出了近些年来的具有代表性的一些算法在表 3 的数据集上的性能表现, 但由于缺

乏开源项目,表 4中各算法 (除了 MCEhybrid)的数据来源于其原论文. 对于 Li等提出的 MCEhybrid 方

法, 我们拿到了其代码2)并在一台 CPU 型号为 Intel Xeon Processor E5-2680 v4、内存 250 G 的 linux

服务器上进行了测试. 从表 4 中可以看出, 在一些中小规模的图上, 如 com-Youtube, web-Google 等,

现有的算法已经有着很好的效果, 能够很快地枚举出其中的所有极大团. 但对于大规模图, 尤其是包

含大量极大团的大规模图, 如 wiki-talk, as-skitter 等, 现有的方法仍旧需要很长的计算时间, 而且考虑

到现有的并行算法可能使用了几十倍于串行算法的计算资源, 其所能到达的加速效果并不理想. 下面,

我们结合前文的介绍和分析对极大团枚举问题的研究现状和未来发展进行总结和展望.

1) https://snap.stanford.edu/data/.

2) https://github.com/CGCL-codes/BKrcd.
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纵观现有的几种极大团枚举算法, 虽然输出敏感算法在复杂度上有着理论上的优势, 但现实图绝

大部分情况下不会达到 BK系列算法的最坏情况,在实践中的绝大部分情况下还是 BK系列算法表现

得更加优秀. 而对于 Kose 等 [38] 提出的算法, Lessley 等 [64] 的改进虽然使得其枚举时间得到了较大的

缩减, 但完全没有解决该算法对于内存的极高需求, 特别是随着图规模的不断变大, 加之其共享内存

的并行实现, 内存问题会变得更为突出.

结合现有算法的特点及应用场景的数据规模, 我们认为, MCE 问题的发展存在以下几点挑战:

(1)测试数据集偏小. 现有工作的测试数据集顶点规模一般不超过百万级,而 Twitter用户数已经

超过了 5亿, Facebook的日活跃用户数已经超过了 10亿,每位用户都是社交图的一个顶点. 现有的工

作, 尤其是 Kose 等 [38] 提出的方法, 受限于内存需求, 无法很好地处理大规模的现实图. Conte 等 [46]

以及 Cheng等 [60] 的工作虽然采用不同的方式解决了内存使用的问题,但是一个引入了额外的计算开

销, 一个引入了复杂的图划分开销, 都对枚举时间带来了不小的影响.

(2)并行的可扩展性不高. 现有的并行算法受限于图划分方式、通讯开销、筛选开销、负载均衡问

题等,其可扩展性都不高. Wu等 [54] 只能在 20个 reducers以下维持线性加速比, Cheng等 [60] 方法的

并行版本只能在 4 台机器以下的集群上维持线性加速比, Svendsen 等 [55] 只能在 16 个 reducers 以下

维持线性加速比等. 这使得现有的并行算法并不能充分利用现有的强大的并行计算资源.

(3) 负载均衡问题. 在并行计算中, 负载均衡是一个非常关键的问题, 然而极大团枚举的子问题规

模是极难预先判断的. 现有的工作要么采用预先对顶点排序的静态方式, 使子问题规模尽量均衡; 要

么采用动态负载均衡的方式, 在求解过程中不断平衡各个计算单元间的负载. 顶点排序中, Eppstein

等 [53] 引入的退化度排序虽然排序效果更好, 但其计算有着极高的数据依赖, 目前还没有人提出并行

化的退化度排序算法, 现有的并行算法一般采用按顶点度排序的方式代替退化度排序. 而动态负载均

衡虽然能实现较为完美的负载均衡效果, 但会带来很大的额外开销. 所以, 负载均衡问题也是极大团

枚举中仍未被完全解决的一个关键问题.

结合极大团枚举的研究现状, 以及其他领域的一些研究热点, 我们对于极大团枚举问题接下来的

发展方向, 有以下一些思考:

(1) 基于位的数据结构. 采用局部位邻接矩阵 [66] 与位向量 [67] 的两个工作都取得了不错的效果,

同时 Segundo等 [68] 也指出,原有的退化度排序和 BKpivot 算法并不是完全适合基于位的数据结构,他

也只是给出了一种解决方式. 那么, 是否存在其他不同的解决方式甚至完全不同的算法, 能够从位数

据结构中获得更大的收益? 位数据结构能否被应用在分布式环境下, 以减少其通讯开销和筛选开销?

(2) 分布式图计算系统. 过去一些年里, 有很多大型分布式图计算系统被提出 [79], 例如以顶点为

中心的 Pregel [80], PowerGraph [81], 以子图为中心的 GoFFish [82], NScale [83] 等, 这些系统在大型图的

PageRank, SSSP, BFS 等任务上发挥了巨大的作用. 那么, 极大团枚举问题能否从中受益呢?

(3) 图神经网络. 近几年随着图神经网络的提出和发展 [84], 越来越多的基于图数据的分类和预测

可以由图神经网络完成,例如顶点分类、社会影响预测、分子性质预测、交通流量预测等. 对于极大团

枚举问题, 我们是否能通过训练好的图神经网络来对子问题的运算时间进行预测呢? 如果我们能通过

这种方式快速、较准确地获得子问题的运算时间, 是否能解决负载均衡的问题?

(4) 以边为中心. BK 系列算法是从顶点的角度考虑如何发现一个极大团, 这是一种很直观的方

式, 那么能否从边的角度出发来枚举极大团呢? 但不得不承认的是, 一般情况下图中的边数要大于甚

至远大于顶点数, 而且从边出发进行极大团枚举是全新的角度, 很难预测其效果.

(5) 利用硬件加速器. 随着 GPU 的发展, 许多领域都开始使用 GPU 加速运算 [85, 86], 但在极大团

枚举方面, 相关研究还极为有限. Lessley 等 [64] 利用了 GPU 的数据并行原语加速极大团枚举, 并取得
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了一定的效果.除了 GPU外, FPGA在过去几年也得到了迅速发展 [87],并且得到了广泛的应用 [88, 89].

GPU 以及 FPGA 能否被有效地利用在极大团枚举问题上, 我们认为这也是一个值得研究的方向.

总之,极大团枚举问题作为图论中的一个基础问题,在生物、化学、社交网络等领域都有着较为广

泛的应用,这些年来针对极大团枚举问题人们做出了广泛的探索尝试,也取得了一系列的成果.但随着

社会的发展, 各种图数据的增长越来越快, 现有的算法已经难以处理当前的大型图, 该问题还有很多

值得探索和研究的方向.
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Abstract In the era of big data, graph mining has become a popular research topic. The maximal clique

enumeration (MCE), as a basic problem in graph theory, has been widely used in different fields. However, con-

sidering the complexity of the MCE problem and the rapid growth in the scale of real-world graphs, enumerating

the maximal cliques in real-world graphs is time-consuming. A large number of researches have been performed to

improve the algorithm for the MCE problem and to reduce the execution time by applying various computational

optimizations. For the MCE problem, this survey has conducted the following works: existing research works

on the MCE problem are classified, the research status of the MCE problem is introduced in detail, and the

challenges and future directions of the MCE problem are discussed.

Keywords maximal clique enumeration, graph theory, graph mining, graph partition, parallel computing
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